Μετασχηματισμοί Radon ( Μέθοδοι Pet και Spest) στην Βιοιατρική by Μαλάκη, Χρύσα & Malaki, Chrysa
1ΕΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ
ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ
ΚΑΙ ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ
ΔΙΑΤΜΗΜΑΤΙΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΜΕΤΑΠΤΥΧΙΑΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ
«ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΕΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΕΣ ΕΠΙΣΤΗΜΕΣ»
ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ RADON (ΜΕΘΟΔΟΙ PET ΚΑΙ SPECT)
ΣΤΗΝ ΒΙΟΙΑΤΡΙΚΗ
ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ
ΤΗΣ
ΧΡΥΣΑΣ Φ.ΜΑΛΑΚΗ
ΕΠΙΒΛΕΠΩΝ:ΑΝΤΩΝΙΟΣ ΧΑΡΑΛΑΜΠΟΠΟΥΛΟΣ
ΑΝΑΠΛΗΡΩΤΗΣ ΚΑΘΗΓΗΤΗΣ ΕΜΠ
ΑΘΗΝΑ, ΑΠΡΙΛΙΟΣ 2016
2ΕΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ
ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ
ΚΑΙ ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ
ΔΙΑΤΜΗΜΑΤΙΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΜΕΤΑΠΤΥΧΙΑΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ
«ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΕΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΕΣ ΕΠΙΣΤΗΜΕΣ»
ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ RADON (ΜΕΘΟΔΟΙ PET ΚΑΙ SPECT)
ΣΤΗΝ ΒΙΟΙΑΤΡΙΚΗ
ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ
ΤΗΣ
ΧΡΥΣΑΣ Φ.ΜΑΛΑΚΗ
ΕΠΙΒΛΕΠΩΝ:ΑΝΤΩΝΙΟΣ ΧΑΡΑΛΑΜΠΟΠΟΥΛΟΣ
ΑΝΑΠΛΗΡΩΤΗΣ ΚΑΘΗΓΗΤΗΣ ΕΜΠ
ΑΘΗΝΑ, ΑΠΡΙΛΙΟΣ 2016
3ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΚΑΙ ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ
ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ
ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ RADON (ΜΕΘΟΔΟΙ PET ΚΑΙ SPECT)
ΣΤΗΝ ΒΙΟΙΑΤΡΙΚΗ
ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ
ΤΗΣ
ΧΡΥΣΑΣ Φ.ΜΑΛΑΚΗ
ΕΠΙΒΛΕΠΩΝ:ΑΝΤΩΝΙΟΣ ΧΑΡΑΛΑΜΠΟΠΟΥΛΟΣ
ΑΝΑΠΛΗΡΩΤΗΣ ΚΑΘΗΓΗΤΗΣ ΕΜΠ
Εγκρίθηκε αpiό την τριμελή εξεταστική εpiιτροpiή την 11η Αpiριλίου 2016
Α. ΧΑΡΑΛΑΜΠΟΠΟΥΛΟΣ
(ΥΠΟΓΡΑΦΗ)
..........
Δ. ΓΚΙΝΤΙΔΗΣ
(ΥΠΟΓΡΑΦΗ)
..........
Ε. ΔΟΥΚΑ
(ΥΠΟΓΡΑΦΗ)
..........
ΑΘΗΝΑ, ΑΠΡΙΛΙΟΣ 2016
4ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΚΑΙ ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ
ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ
ΧΡΥΣΑ ΜΑΛΑΚΗ
(ΥΠΟΓΡΑΦΗ)
..........
ΔΙΠΛΩΜΑΤΟΥΧΟΣ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΚΑΙ ΦΥΣΙΚΩΝ Ε-
ΠΙΣΤΗΜΩΝ Ε.Μ.Π.
2016-All rights reserved
Ευχαριστίες
Η piαρούσα εργασία αpiοτελεί διpiλωματική εργασία στα piλαίσια του μεταpiτυχιακού «Ε-
φαρμοσμένες Μαθηματικές Εpiιστήμες» της σχολής ΣΕΜΦΕ του ΕΜΠ. Εpiομένως, αι-
σθάνομαι την υpiοχρέωση να ευχαριστήσω ορισμένους αpiό τους ανθρώpiους piου γνώρισα,
συνεργάστηκα μαζί τους και έpiαιξαν piολύ σημαντικό ρόλο στην piραγματοpiοίησή της.
Καταρχήν, θέλω να ευχαριστήσω τον εpiιβλέpiοντα καθηγητή της διpiλωματικής εργα-
σίας, Καθηγητή Αντώνιο Χαραλαμpiόpiουλο για την piολύτιμη καθοδήγηση του και την
εμpiιστοσύνη και εκτίμηση piου μου έδειξε. Εν κατακλείδι, ένα μεγάλο ευχαριστώ στους
γονείς και στους φίλους μου, piου με υpiομονή και κουράγιο piρόσφεραν την αpiαραίτητη
ηθική συμpiαράσταση για την ολοκλήρωση της μεταpiτυχιακής μου εργασίας.
5
6
Περίληψη
Τα μαθηματικά αpiοτελούν τον στυλοβάτη σε piολλές εpiιστήμες, όpiως η φυσική, η βιο-
λογία, η piληροφορική και η ιατρική. Συγκεκριμένα, τα τελευταία χρόνια η συμβολή των
μαθηματικών στον τομέα της ιατρικής γίνεται όλο και piιο αισθητή όχι μόνο στο εpiιστη-
μανικό κόσμο αλλά και στο ευρύτερο κοινό. ΄Ενα αpiό τα σημαντικότερα εργαλεία του
τομέα ιατρικής αpiοτελεί η υpiολογιστική τομογραφία, διότι κατέχει καθοριστικό ρόλο για
την εpiίλυση αρκετών ιατρικών piροβλημάτων.
Εpiομένως, στην piαρούσα μεταpiτυχιακή εργασία ασχοληθήκαμε με την ανάλυση και
την εpiεξήγηση μαθηματικών μετασχηματισμών piου χρησιμοpiοιούνται στην υpiολογιστική
τομογραφία. Συγκεκριμένα, στο piρώτο κεφάλαιο ορίσαμε τον μετασχηματισμό Radon σε
δύο, τρεις και n διαστάσεις. Στη συνέχεια, στο δεύτερο κεφάλαιο εpiανεξετάζουμε μερικές
αpiό τις ιδιότητες του μετασχηματισμού Radon και γίνεται αναφορά στις εφαρμογές του.
Στο τρίτο κεφάλαιο, αναλύουμε τις δύο τεχνικές αpiεικονίσεις, την τομογραφία εκpiομpiής
piοζιτρονίων (PET) και την εκpiομpiή φωτονίων τομογραφίας (SPECT) και συγκρίνουμε
τις διαφορές και τις ομοιότητες τους υpiό τη μαθηματική οpiτική γωνία. Παρατηρούμε,
όμως, ότι και στις δύο μεθόδους η εpiίλυση του αντίστροφου μετασχηματισμού Radon
είναι αυτή piου θα μας βοηθήσει στην ερμηνεία των δεδομένων για την ιατρική αpiεικόνιση.
Συνεpiώς, στο τέταρτο κεφάλαιο αναλύουμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό Radon
και κάpiοια αριθμητικά piειράματα. Τέλος, στο piέμpiτο και έκτο κεφάλαιο εξηγούμε piως
μpiορούμε να piροσσεγγίσουμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό Radon είτε με την μέθοδο
σειρών είτε με τις αναλυτικές συναρτήσεις αντίστοιχα.
Λέξεις κλειδιά
Μετασχηματισμός Radon, Ιδιότητα μετατόpiισης, Μετασχηματισμός Παραγώγων, Μέθο-
δος PET, Αλγόριθμος SPECT, Κυκλικές αρμονικές εpiεκτάσεις, Πολύωνυμα Zernike
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Abstract
The mathematics are the mainstay in many disciplines, such as physics, biology, compu-
ter science and medicine. Specifically, in recent years the contribution of mathematics
in medicine is increasingly felt not only in scientific world and the wider public. One
of the most important tools in medicine is the CT sector, because holds a key role in
solving a number of medical problems.
Therefore, at this point we dealt with the analysis and explanation of mathemati-
cal transformations used in computed tomography. Specifically, in the first chapter we
defined the transformation Radon in two, three and n dimensions. Then in the second
chapter we review some of the transformation properties Radon and refer to the appli-
cations. In the third chapter, we analyze both technical illustrations, positron emission
tomography (PET) and the photon emission tomography (SPECT) and compare the
differences and similarities in mathematical perspective. We observe, however, that in
both methods of solving the inverse transformation Radon is one that will help us in
the interpretation of data for medical imaging.
Therefore, in the fourth chapter we analyze the inverse transformation Radon and
some numerical experiments. Finally, in the fifth and sixth chapter we explain how we
can approximate inverse transformation Radon or the series method or the analytical
functions respectively.
Key words
Transformation Radon, Shift Function, Derivatives Transformation, Method PET, Al-
gorithm SPECT, Circle harmonic expansions, Polynomials Zernike.
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Κεφάλαιο 1
Θεωρία Μετασχηματισμού Radon
1.1 Εισαγωγή
Στο κεφάλαιο αυτό piαρουσιάζεται η θεωρία του κλασικού (γραμμικού) Radon. Στο τέλος
piαρουσιάζονται εφαρμογές οι οpiοίες αναδεικνύουν την χρησιμότητα του μετασχηματισμού
αυτού. Το κεφάλαιο αυτό αpiοσκοpiεί στο να χρησιμοpiοιηθεί ως αναφορά για τον ανα-
γνώστη piου ενδιαφέρεται για τον μετασχηματισμό Radon και τις εφαρμογές του. Εκτός
αpiό τον ορισμό piαρουσιάζονται και οι piολύ χρήσιμες ιδιότητές του για την γραμμική
γενικευμένη μορφή του.
1.2 Μετασχηματισμός Radon
Ο γραμμικός μετασχηματισμός Radon αpiοτελεί την piλέον διαδεδομένη μορφή του. Το
μεγαλύτερο μέρος των piληροφοριών αυτού του κεφαλαίου έχει ως piηγή του το βιβλίο
του Stanley R. Deans [11] το οpiοίο είναι αφιερωμένο σε αυτόν τον μετασχηματισμό. Θα
piαρουσιάσουμε τον ορισμό σε διάφορες μορφές χρήσιμες για διαφορετικές εφαρμογές και
χρήσιμες ιδιότητές του.
Κάpiοια εσωτερική διανομή του αντικειμένου, ίσως piυκνότητα ή κάτι να σχετίζεται
στενά με την piυκνότητα, ενεργείται αpiό κάpiοιο ανιχνευτή. Ο ανιχνευτής μpiορεί να ανι-
χνευθεί για να piαράγουν αυτό piου λέμε μια piροβλεpiόμενη κατανομή ή το piροφίλ. Συχνά,
η εσωτερική ιδιότητα του αντικειμένου μpiορεί να ταυτοpiοιηθεί ή τουλάχιστον να piροσεγ-
γιστεί με τη συνάρτηση f και το piροφίλ μpiορεί να ταυτοpiοιηθεί ή να piροσεγγιστεί με το
μετασχηματισμο Radon της f ,
όpiου ορίζεται ως
fˇ = Rf (1.1)
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Δηλαδή, κάθε piροφίλ ταυτίζεται με ένα δείγμα του μετασχηματισμού Radon.
Σημείωση
Αν η συνάρτηση f ορίζεται σε n-διαστάτο Ευκλείδειο χώρο Rn, ο μετασχηματισμός
Radon της f piροσδιορίζεται αpiό το ολοκλήρωμα της f σε διάσταση n − 1. Για piαρά-
δειγμα, αν η f ορίζεται στο εpiίpiεδο R2, τότε ο μετασχηματισμός fˇ piροσδιορίζεται αpiό
τα γραμμικά ολοκλήρωματα της f . Ενώ, αν η f ορίζεται στο R3 τότε ο fˇ piροσδιορίζεται
αpiό τα εpiιφανειακά ολοκληρώματα της f piάνω σε εpiίpiεδο δύο-διαστάσεων.
1.2.1 Σε Δύο Διαστάσεις
΄Εστω f = f(x, y) μια συνάρτηση δύο διαστάσεων ορισμένη στο D ⊂ R2. Αν L είναι
μια ευθεία στο εpiίpiεδο, τότε η αpiεικόνιση piου ορίζεται αpiό την piροβολή ή την γραμμή
ολοκληρώματος της f κατά μήκος όλων των piιθανών γραμμών L είναι ο (δισδιάστατος)
μετασχηματισμός Radon της f με τη piρουpiόθεση ότι υpiάρχει το ολοκλήρωμα. Δηλαδή,
fˇ = Rf =
∫
L
f(x, y) ds, (1.2)
όpiου ds είναι μια αύξηση του φωτός κατά μήκος L. Η piεριοχή D μpiορεί να piεριλαμβάνει
ολόκληρο το εpiίpiεδο ή κάpiοια piεριοχή του εpiιpiέδου.
Η αpiεικόνιση piου ορίζεται αpiό (1.2) μελετήθηκε αρχικά αpiό τον Johann Radon
(1917). Ο Radon έδειξε ότι αν η f είναι συνεχής και φραγμένη, τότε ο Rf piροσδιο-
ρίζεται ολοκληρώνωντας κατά μήκος όλων των ευθειών. Συγκεκριμένα, η εξίσωση της
ευθείας δίνεται αpiό
p = x cosφ+ y sinφ. (1.3)
Το ολοκλήρωμα της ευθείας εξαρτάται αpiό τις τιμές των p και φ. Εpiομένως, έχουμε
fˇ(p, φ) = Rf =
∫
L
f(x, y) ds. (1.4)
Αν ο fˇ(p, φ) είναι γνωστό για όλα τα p και φ, τότε ο fˇ(p, φ) είναι ο δισδιάστατος μετα-
σχηματισμός Radon της f(x, y). (΄Οταν ο fˇ είναι γνωστό για συγκεκριμένες τιμές των p
και φ, τότε έχουμε ένα δείγμα του μετασχηματισμού Radon).
Θεωρούμε ένα νέο σύστημα συντεταγμένων piου δημιουργείτε καθώς piεριστρέφουμε
τους άξονες κατά γωνία φ. Αν οι νέοι άξονες συμβολίζονται με p και s, τότε έχουμε
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x = p cosφ− s sinφ
y = p sinφ+ s cosφ
,
και piροκύpiτει ο μετασχηματισμός
fˇ(p, φ) =
∫ ∞
−∞
f(p cosφ− s sinφ, p sinφ+ s cosφ) ds. (1.5)
Φυσικά, τα όρια piρέpiει να είναι piεpiερασμένα αν η f βρίσκεται έξω αpiό τη piεριοχή D.
Σχήμα 1: Σχηματική αναpiαράσταστη του μετασχηματισμού Radon
΄Εστω x = (x, y) είναι ένα διάνυσμα με συνιστώσες x και y, τότε η f(x) σημαίνει το
ίδιο με την f(x, y). Εpiιpiλέον, θεωρούμε τα μοναδιαία διανύσματα
ξ = (cosφ, sinφ)
και
ξ⊥ = (− sinφ, cosφ).
Παρατηρούμε ότι η βαθμωτή piαραμέτρο t μpiορεί να βρεθεί ώστε x = pξ + tξ⊥. Εpiο-
μένως, σύμφωνα με τις νέες μεταβλητές, η (1.5) γίνεται
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fˇ(p, ξ) =
∫ ∞
−∞
f(pξ + tξ⊥) dt. (1.6)
Σημείωση
Οι fˇ(p, ξ) και fˇ(p, φ) μpiορούν να χρησιμοpiοιηθούν αναλόγως piου θέλουμε να δώσου-
με έμφαση στο διάνυσμα ξ ή στη γωνία φ.
Η εξίσωση της ευθείας (1.3) μpiορεί να γραφτεί ως
p = ξ · x = x cosφ+ y sinφ.
Τότε ο μετασχηματισμός μpiορεί να γραφτει ως ολοκλήρωμα στο R2 εpiιτρέpiοντας η συ-
νάρτηση δέλτα Dirac να εpiιλέξει την ευθεία p = ξx αpiό R2,
fˇ(p, ξ) =
∫ ∫
R2
f(x)δ(p− ξ · x) dx dy. (1.7)
Ο χώρος dxdy μpiορεί να γραφτεί αpiλά ως dx και τότε μpiορούμε να δείξουμε ότι
μpiορεί το ολοκλήρωμα piάνω στο χώρο να γράφεται με ένα σύμβολο του ολοκληρώματος∫
αντί
∫ ∫
R2 . Χρησιμοpiοιώντας αυτή την εpiισήμανση η σχέση (1.7) γίνεται
fˇ(p, ξ) =
∫
f(x)δ(p− ξ · x) dx. (1.8)
1.2.2 Τρείς Διαστάσεις
Η γενίκευση της εξίσωσης (1.7) σε τρείς διαστάσεις βρίσκεται θεωρώντας ως x ένα διάνυ-
σμα στο R3, x = (x, y, z) και dx = dxdydz. Το διάνυσμα ξ είναι ένα μοναδιαίο διάνυσμα
στο R3, και piροκύpiτει η εξίσωση
p = ξ · x = ξ1x+ ξ2y + ξ3z
η οpiοία ορίζει ένα εpiίpiεδο και όχι μια ευθεία. Ο μετασχηματισμός Radon δίνεται αpiό
fˇ(p, ξ) =
∫
f(x)δ(p− ξ · x) dx. (1.9)
όpiου τα ολοκληρώματα piλέον είναι piάνω στο εpiίpiεδο σε σύγκριση με το μετασχημα-
τισμό Radon σε δύο διαστάσεις.
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1.2.3 Εpiέκταση Σε Περισσότερες Διαστάσεις
Τα σημεία στο Rn ορίζονται αpiό x = (x1, x2, ..., xn) και οι συναρτήσεις στο Rn piροσδιο-
ρίζονται ως f(x) = f(x1, x2, ..., xn). Θεωρούμε ως dx = dx1dx2...dxn και ξ μοναδιαίο
διάνυσμα το οpiοίο ορίζει τον piροσανατολισμό του υpiερεpiιpiέδου με εξίσωση
p = ξ · x = ξ1x1 + ξ2x2 + ...+ ξnxn.
Χρησιμοpiοιώντας τη συνάρτηση δέλτα Dirac δ, ο μετασχηματισμός Radon της f γρά-
φεται σε μορφή συνέλιξης, piου χησιμοpiοιήθηκε αpiό τους Gel’fand, Graev, and Vilenkin
(1966), ως
fˇ(p, ξ) = Rf =
∫
f(x)δ(p− ξ · x) dx. (1.10)
΄Αρα, στην γενική piερίpiτωση, έχοντας δοθεί η συνάρτηση f στο Rn, ο μετασχηματι-
σμός Radon της f , piου συμβολίζεται ως fˇ , piροσδιορίζεται ολοκληρώντας piάνω σε κάθε
υpiερεpiίpiεδο του χώρου. Αν Sn−1 είναι μια γενίκευση μοναδιαίας σφαίρας, τότε ο μετα-
σχηματισμός Radon fˇ(p, ξ) ορίζεται στο R1 × Sn−1.
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Κεφάλαιο 2
Βασικές Ιδιότητες
2.1 Ομοιογένεια
Η συνάρτηση fˇ(p, ξ) είναι μια άρτια ομογενής συνάρτηση βαθμού −1. Για να το δείξουμε
αυτό, αρκεί να piαρατηρήσουμε ότι
fˇ(sp, sξ) =
∫
f(x)δ(sp− sξ · x) dx
= |s|−1
∫
f(x)δ(p− ξx) dx
για τυχαίο s 6= 0. ΄Αρα,
fˇ(sp, sξ) = |s|−1fˇ(p, ξ). (2.1)
Σημειώνεται ότι αν s = −1, τότε έχουμε τη συμμετρική ιδιότητα
fˇ(−p,−ξ) = fˇ(p, ξ). (2.2)
2.2 Γραμμικότητα
Δίνονται δύο συναρτήσεις f και g και δύο σταθερές c1 και c2,
R{c1f + c2g} =
∫
[c1f(x) + c2g(x)]δ(p− ξ · x) dx
c1fˇ + c2gˇ
.
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Εpiομένως,
R{c1f + c2g} = c1Rf + c2Rg, (2.3)
και ο μετασχηματισμός Radon είναι ένας γραμμικός μετασχηματισμός.
2.3 Μεταφορά Γραμμικότητας Του Μετασχημα-
τισμού
Για ευκολία σημειώνουμε ότι
ξ · x = ξ1x1 + ξ2x2 + ...+ ξnxn
για εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων στο Rn. Σε μορφή piίνακα έχουμε
ξTx = ξ1x1 + ξ2x2 + ...+ ξnxn
όpiου ο εκθέτης T σημαίνει μετάθεση. Μpiορούμε να το γράψουμε και ως
< ξ,x >= ξ1x1 + ξ2x2 + ...+ ξnxn
Εpiομένως για αντιστρέψιμο piίνακα Α με piραγματικά στοιχεία τέτοια ώστε y = Ax με
x, y ∈ Rn, γράφουμε την ταυτότητα
< ξ,y >=< ξ,Ax >=< AT ,x >
ή
ξTy = ξTAx = (AT ξ)Tx
ή
ξ · y = ξ ·Ax = AT ξ · x
Τώρα θεωρούμε R{f(Ax)}, όpiου A είναι ένας αντιστρέψιμος piίνακας τέτοιος ώστε
y = Ax
ή ισοδύμα σε όρους συνιστώσεων
yk =
∑n
l=1 Aklxl
για k = 1, 2, ..., n όpiου οι συνιστώσες του A γράφονται ως Akl (k, l = 1, 2, ..., n). Το
piαρακάτω piαράδειγμα θα μας βοηθήσει να κατανοήσουμε τη σημασία του f(Ax).
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Παράδειγμα 2.3.1
Υpiοθέτουμε x ∈ R2 και
f(x) = f(x1, x2) = e
−x21−x22 ,
τότε
f(Ax) = f(A11x1 + A12x2, A21x1 + A22x2)
= exp{−(A11x1 + A12x2)2 − (A21x1 + A22x2)2}
.
Είναι χρήσιμο να ορίσουμε B = A−1, τότε x = A−1y = By. Τότε piροκύpiτει
R{f(Ax)} = ∫ f(Ax)δ(p− ξ · x) dx
= |detB|
∫
f(y)δ(p− ξ ·By) dy
|detB| ∫ f(y)δ(p−BT ξ · y) dy,
δεδομένου ότι ο Ιακωβιανός μετασχηματιμος είναι το μέγεθος της ορίζουσας του B. ΄Αρα
R{f(Ax)} = |detB|fˇ(p,BT ξ), (2.4)
όpiου B = A−1. Ισοδύναμα,
R{f(B−1x)} = |detB|fˇ(p,BT ξ). (2.5)
2.4 Ιδιότητα Μετατόpiισης
Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x − a), όpiου οι συνιστώσες του διανύσματος x − a είναι
(x1 − a1, x2 − a2, ..., xn − an). Ο μετασχηματισμός Radon της συνάρτησης δίνεται αpiό
Rf(x− a) = ∫ f(x− a)δ(p− ξ · x) dx
=
∫
f(y)δ(p− ξ · a− ξ · y)
Συνεpiώς το θεώρημα μετατόpiισης είναι
Rf(x− a) = fˇ(p− ξ · a, ξ). (2.6)
Εpiίσης, piαρατηρούμε ότι αν το a το αντικαταστήσουμε με το −a στην (2.4), τότε το
θεώρημα μετατόpiισης γίνεται
Rf(x + a) = fˇ(p+ ξ · a, ξ). (2.7)
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2.5 Μετασχηματισμός Παραγώγων
Δεδομένης μιας συνάρτησης f(x) = f(x1, ..., xn) αυτό piου ζητάμε είναι να υpiολογιστεί
ο μετασχηματισμός Radon της piαραγώγου ∂f
∂xk
. Αν ξαναθυμηθούμε τον ορισμό της piα-
ραγώγου, μpiορούμε να δούμε ότι
∂f
∂xk
= lim
→0
f(x + 
ξk
)− f(x)

ξk
, (2.8)
όpiου f(x + 
ξk
) σημαίνει f(x1, ..., xk + ξk , ..., xn) και ξk είναι ο κ-οστός όρος του ξ. Αν
piάρουμε τώρα τον μετασχηματισμό Radon της piαραpiάνω έκφρασης και εφαρμόζοντας την
ιδιότητα της μετατόpiισης a = (0, 0, ..., 
ξk
, ..., 0) έχουμε
R{ ∂f
∂xk
} = ξk lim→0 fˇ(p+,ξ)−fˇ(p,ξ)
΄Αρα,
R{ ∂f
∂xk
} = ξk ∂fˇ(p, ξ)
∂p
. (2.9)
Χρησιμοpiοιώντας την ιδιότητα της γραμμικότητας, ο μετασχηματισμός Radon της∑n
k=1 ak
∂f
∂ξk
για τυχαία ak δίνεται αpiό
R{
n∑
k=1
ak
∂f
∂xk
} = a · ξ ∂fˇ(p, ξ)
∂p
. (2.10)
Γενικεύοντας μpiορούμε να δούμε αν piαραγωγίσουμε piαραγώγους δευτέρας τάξεως έχουμε
R{
n∑
l=1
n∑
k=1
albk
∂2f
∂xl∂xk
} = (a · ξ)(b · ξ)∂
2fˇ(p, ξ)
∂p2
, (2.11)
για τυχαία σταθερά διανύσματα a,b ∈ Rn, ενώ στη γενική piερίpiτωση αν έχουμε ένα
γραμμικό τελεστή L( ∂
∂x1
, ..., ∂
∂xn
) με σταθερούς συντελεστές είναι
R{Lf} = L(ξ1 ∂
∂p
, ..., ξn
∂
∂p
)fˇ(p, ξ). (2.12)
για τυχαία σταθερά διανύσματα a,b ∈ Rn,
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2.6 Εφαρμογές Του Μετασχηματισμού Radon
Ο μετασχηματισμός Radon στην κλασική κυρίως εκδοχή βρίσκει piολλές εφαρμογές. Ο
στατιστικός χαρακτήρας του τον κάνει αναντικατάστατο σε εφαρμογές στις οpiοίες υpiάρ-
χει piολύς θόρυβος.
Οι κυριότεροι τομείς στους οpiοίους χρησιμοpiοιείται ο μετασχηματισμός Radon είναι
οι εξής:
· Ιατρική
· Αστρονομία
· Οpiτική
· Μοριακή βιολογία
· Γεωφυσική - Σεισμολογία
· Εpiιστήμη υλικών
Συγκεκριμένα αν θέλαμε να σκιαγραφήσου;ε τις δύο δημοφιλέστερες κατηγορίες ε-
φαρμογών, αυτές θα ήταν οι εξής:
1. Εφαρμογές σε εpiεξεργασία και αναγνώριση εικόνας
2. Εφαρμογές σε piεριστροφικούς σαρωτές (scanners)
Οι εφαρμογές piου τον χρησιμοpiοιούν για αναγνώριση εικόνας ακολουθούν συνήθως
το εξής σκεpiτικό: Μια εικόνα φιλτράρεται, piερνάει αpiό κάpiοιο τελεστή ανίχνευσης αιχμών
και στην συνέχεια μετασχηματίζεται στον χώρο Radon όpiου συγκεκριμένα χαρακτηρι-
στικά της μpiορούν να διακριθούν piιο εύκολα.
Κατά την τελευταία δεκαετία έχει υpiάρξει ιδιαίτερο ενδιαφέρον σε τι ονομάζουμε piρό-
βλημα ανακατασκευής. Αυτό είναι το piρόβλημα του piροσδιορισμού της εσωτερικής δομής,
ή ακριβέστερα, κάpiοια ιδιότητα της εσωτερικής δομής χωρίς να χρειάζεται να κόψει, να
ραγίσει ή ότιδήpiοτε άλλο piου θα βλάψει το αντικείμενο. Διάφοροι ανιχνευτές, συμpiερι-
λαμβανόμενων των ακτίνων Χ, των ακτίνων Γάμμα, το ορατό φως, τα μικροκύματα, τα
ηλεκτρόνια, τα piρωτόνια, τα νετρόνια, τα βαριά σίδερα, τα ηχητικά κύματα, και τα piυ-
ρηνικά σήματα συντονισμού έχουν χρησιμοpiοιηθεί για τη μελέτη μιας μεγάλης piοικιλίας
αντικειμένων των οpiοίων τα μεγέθη piοικίλουν σ’ενα τεράστιο εύρος. Η εpiιτυχία της
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νέας τεχνολογίας piου σχετίζεται με την ιατρική αpiεικόνιση το οφείλει στη χρήση της
υpiολογιστικής τομογραφίας (CT), η οpiοία είναι υpiεύθυνη για το τρέχοντος ενδιαφέρον
σε μια piοικιλία μεθόδων ανακατασκευής. ΄Οχι μόνο αυτές οι μεθόδους και η συγκεκρι-
μένη τεχνολογία υpiόσχονται piολλά στον τομέα της ιατρικής, αλλά η piρόσφατη εpiιτυχία
τους piροτείνει ενδιαφέρουσες δυνατότητες για διεύρυνση της χρήσης piαρόμοιων τεχνικών.
Κεφάλαιο 3
Κατασκευή Αλγορίθμου Για
Τομογράφο
Η piυρηνική ιατρική είναι η ιατρική ειδικότητα piου αφορά την εφαρμογή ραδιενεργών ου-
σιών στη διάγνωση και θεραpiεία διαφόρων νοσημάτων.
Στις διαδικασίες piυρηνικής ιατρικής, ραδιενεργά ισότοpiα (ή αλλιώς ραδιοϊσότοpiα) συν-
δυάζονται με άλλα στοιχεία σχηματίζοντας χημικές ενώσεις, ή σε άλλες piεριpiτώσεις με
ήδη υpiάρχουσες φαρμακευτικές ενώσεις, με σκοpiό το σχηματισμό ραδιοφαρμάκων. Τα
ραδιοφάρμακα, όταν χορηγηθούν στον ασθενή, εντοpiίζονται σε συγκεκριμένα όργανα ή
κυτταρικούς υpiοδοχείς. Αυτή η ιδιότητα των ραδιοφαρμάκων δίνει στην piυρηνική ιατρική
την ικανότητα να αpiεικονίζει την έκταση μιας νόσου στο σώμα του ασθενή, βασισμένη
κυρίως στην κυτταρική λειτουργία και φυσιολογία, και όχι σε αλλαγές στην ανατομία των
ιστών. Σε ορισμένες ασθένειες η μέθοδος αυτή μpiορεί να εντοpiίσει ιατρικά piροβλήματα
νωρίτερα αpiό άλλες διαγνωστικές εξετάσεις.
Στο μέλλον, η piυρηνική ιατρική μpiορεί να δώσει νέα ώθηση στην μοριακή ιατρική.
Καθώς η κατανόηση μας των βιολογικών διεργασιών στα κύτταρα του ζωντανού οργανι-
σμού εpiεκτείνεται, ανιχνευτές μpiορούν να αναpiτυχθούν για να εpiιτρέpiουν την αpiεικόνιση,
το χαρακτηρισμό και την piοσοτικοpiοίηση των βιολογικών διαδικασιών σε κυτταρικό και
υpiοκυτταρικό εpiίpiεδο.
Δύο μοντέρνες τεχνικές αpiεικονίσεις με ένα ευρύ φάσμα ιατρικών εφαρμογών είναι
η τομογραφία εκpiομpiής piοζιτρονίων PET και ενιαία εκpiομpiής φωτονίων υpiολογιστικής
τομογραφίας. Παρόλου piου αυτές οι τεχνικές αναpiτυχθήκαν αρχικά για τη μελέτη θε-
μελιώδων χαρακτηριστικών του εγκεφάλου, τώρα piλέον χρησιμοpiοιούνται σε piολλούς
διαφορετικούς τομείς της κλινικής ιατρικής. ΄Ενα piολύ καλό piαράδειγμα αpiοτελεί ένα
σχετικά piρόσφατο άρθρο στο piεριοδικό ΄ New England Journal of Medicine ΄ (2003) piου
δίνει έμφαση στη σημαντικότητα της μεθόδου PET στην ογκολογική αpiεικόνιση.
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3.1 Μέθοδοι PET και SPECT
3.1.1 Τομογραφία Εκpiομpiής Ποζιτρονίου (PET)
Η τομογραφία εκpiομpiής piοζιτρονίου είναι μια τεχνική αpiεικόνισης της piυρηνικής ιατρι-
κής, η οpiοία piαράγει μια 3D εικόνα ή μια εικόνα λειτουργικών διεργασιών του σώματος.
Το σύστημα ανιχνεύει τα ζευγάρια των ακτινών γάμμα piου εκpiέμpiονται έμμεσα αpiό ένα
piοζιτρόνιο piου εκpiέμpiεται αpiό το ραδιοϊσότοpiο, το οpiοίο εισάγεται στο σώμα σε ένα
βιολογικά ενεργό μόριο. Κατόpiιν, τρισδιάστατες εικόνες της συγκέντρωσης του ραδιο-
ϊσοτόpiου μέσα στο σώμα κατασκευάζονται με τη βοήθεια ανάλυσης σε υpiολογιστή. Σε
σύγχρονους σαρωτές, η τρισδιάστατη αpiεικόνιση συχνά εpiιτυγχάνεται με τη βοήθεια μιας
αξονικής τομογραφίας piου piραγματοpiοιείται ταυτόχρονα στον ασθενή.
Για piαράδειγμα, στην αpiεικόνιση του εγκεφάλου ένα τυpiικό τέτοιο ραδιοφάρμακο είναι
το flurodeoxyglucose FDG, το οpiοίο είναι ένα μόριο γλυκόζης συνδεδεμένο τεχνητά σ΄
ένα άτομο ραδιενεργού φθορίου. Τα κύτταρα του εγκεφάλου, τα οpiοία είναι piερισσότερο
δραστήρια έχουν υψηλότερο μεταβολισμό, εpiομένως χρειάζονται piερισσότερη ενέργεια και
γι΄ αυτό το λόγο θα αpiορροφήσουν piερισσότερο FDG. Το άτομο φθορίου FDG υφίσταται
μια ραδιενεργό διάσpiαση, εκpiέμpiωντάς ένα piοζιτρόνιο. ΄Οταν ένα piοζιτρόνιο συγκρούεται
με ένα ηλεκτρόνιο piου αpiελευθερώνει ενέργεια με τη μορφή δύο δέσμες ακτίνων μεταφέ-
ρεται στην αντίθετη κατεύθυνση, όpiου συλλέγονται αpiό το σαρωτή PET.
Σχήμα 2: Τομογραφία PET
Τα ανεpiεξέργαστα δεδομένα piου συλλέγονται αpiό το σαρωτή του Τομογράφου Εκpiο-
μpiής Ποζιτρονίου είναι μια λίστα αpiό «γεγονότα piρόσpiτωσης» τα οpiοία αντιpiροσωpiεύουν
σχεδόν ταυτόχρονες (μέσα σε ένα piαράθυρο 6 με 12 nanosecond) piροσpiτώσεις ζευγών
φωτονίων σε δύο ανιχνευτές του τομογράφου. Κάθε γεγονός piρόσpiτωσης συνδέει με
μια γραμμή τους δύο ανιχνευτές κατά μήκος της οpiοίας συνέβη το γεγονός. Σύγχρονα
συστήματα με μεγαλύτερη χρονική ανάλυση (piερίpiου 3 nanosecond) μpiορούν να υpiο-
λογίσουν με μεγαλύτερη ακρίβεια τη χρονική διαφορά μεταξύ της ανίχνευσης των δύο
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φωτονίων και έτσι να piεριορίσουν το σημείο piροέλευσης της σύγκρουσης σε ένα ευθύ-
γραμμο τμήμα μήκους piερίpiου 10cm piάνω στη γραμμή αpiόκρισης.
Τα γεγονότα piρόσpiτωσης μpiορούν να ομαδοpiοιηθούν σε εικόνες piροβολής, piου ονο-
μάζονται ημιτονογράμματα. Τα ημιτονογράμματα είναι piαρόμοια με αυτά piου λαμβάνονται
κατά την αξονική τομογραφία, και μpiορούν να ανακατασκευαστούν με piαρόμοιο τρόpiο.
Ωστόσο, τα στατιστικά δεδομένα εδώ είναι piολύ χειρότερα αpiό τομογραφίες τύpiο μετά-
δοσης (όpiως η αξονική). ΄Ενα σύνηθες σύνολο δεδομένων για μια εξέταση Τομογραφίας
Εκpiομpiής Ποζιτρονίου piεριέχει εκατομμύρια στοιχεία, ενώ σε μια αξονική τομογραφία
μερικά δισεκατομμύρια. Ως εκ τούτου, τα δεδομένα υpiοφέρουν αpiό διασpiορά και τυχαί-
α γεγονότα piολύ piερισσότερο. Στην piράξη, αpiαιτείται σημαντική piροεpiεξεργασία των
δεδομένων: διόρθωση τυχαίων piροσpiτώσεων, εκτίμηση και αφαίρεση των διασpiαρμένων
φωτονίων, διόρθωση του νεκρού χρόνου του ανιχνευτή (μετά την ανίχνευση ενός φωτο-
νίου, ο ανιχνευτής piρέpiει να «κρυώσει» piάλι) και διόρθωση ευαισθησίας του ανιχνευτή
(τόσο την εγγενή ευαισθησία του ανιχνευτή όσο και μεταβολές στην ευαισθησία λόγω
της γωνίας piρόσpiτωσης).
Σχήμα 3: Διαδικασία της PET
Ανακατασκευή 2D/3 D: Πρώιμοι τομογράφοι εκpiομpiής piοζιτρονίου είχαν μόνο ένα
δακτύλιο ανιχνευτών, και έτσι η λήψη των δεδομένων και η εpiικείμενη ανακατασκευή
εικόνας piεριοριζόταν σε ένα μόνο εγκάρσιο εpiίpiεδο. Πιο σύγχρονοι σαρωτές piεριλαμβά-
νουν piλέον piολλούς δακτυλίους, ουσιαστικά σχηματίζοντας ένα κύλινδρο αpiό ανιχνευτές.
Υpiάρχουν δύο piροσεγγίσεις στην ανακατασκευή των δεδομένων στους τομογράφους με
piολλούς δακτυλίους:
1) 2D ανακατασκευή: Αντιμετωpiίζουμε τον κάθε δακτύλιο σαν ξεχωριστή συσκευή.
΄Ετσι, μόνο piροσpiτώσεις μέσα σε ένα δακτύλιο ανιχνεύονται, και η εικόνα αpiό τον κάθε
δακτύλιο ανακατασκευάζεται ξεχωριστά.
2) 3D ανακατασκευή: Εpiιτρέpiουμε ανιχνεύσεις μεταξύ διαφορετικών δακτυλίων, και
ανακατασκευάζουμε όλα τα μας τα δεδομένα σε μια συνολική 3D ανακατασκευή. Οι τεχνι-
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κές 3D ανακατασκευής έχουν και λιγότερο θόρυβο, αλλά ταυτόχρονα είναι piιο ευpiαθείς
στις εpiιδράσεις λόγω διασpiοράς και τυχαίων piροσpiτώσεων, και εpiίσης είναι piροφανές ότι
αpiαιτούν μεγαλύτερη υpiολογιστική ισχύ. Η έλευση των ανιχνευτών χρονικής ανάλυσης
κάτω του 1 nanosecond piροσφέρει καλύτερη αpiόρριψη τυχαίων piροσpiτώσεων, ευνοώντας
έτσι τις μεθόδους 3D ανακατασκευής.
3.1.2 Τομογραφία Εκpiομpiής Φωτονίων(SPECT )
Η τομογραφία εκpiομpiής φωτονίων είναι piαρόμοια με την τομογραφία PET, και είναι μια τε-
χνική αpiεικόνισης piου χρησιμοpiοιεί ακτίνες γάμμα και piαράγει piραγματικά 3D δεδομένα.
Αυτά τα δεδομένα συνήθως piαρουσιάζονται υpiό μορφή τομών (φετών), αλλά μpiορούμε
να τις μεταχειριστούμε όpiως αλλιώς θέλουμε ανάλογα με τις αpiαιτήσεις.
Η μέθοδος αυτή αpiαιτεί εpiίσης τη χρήση ραδιοϊσοτόpiου, το οpiοίο εισέρχεται ενδοφλε-
βίως στο σώμα του ασθενή. Ανά piερίσταση, το ραδιοϊσότοpiο αυτό είναι ένα αpiλό διαλυτό
ιόν, όpiως το ραδιοϊσότοpiο του γαλλίου, το οpiοίο εpiίσης τυχαίνει να έχει χημικές ιδιότη-
τες οι οpiοίες του εpiιτρέpiουν να εμφανίζεται σε συγκεντρωμένες μορφές piου εμφανίζουν
ενδιαφέρον για την ανίχνευση ασθενειών.
Ο κύριος σκοpiός της μεθόδου αυτής είναι να χαρτογραφήσει τον τρόpiο με τον οpiοίο
το αίμα κυκλοφορεί μέσα αpiό αρτηρίες και φλέβες στον εγκέφαλο. Δοκιμές έχουν δείξει
ότι ίσως η SPECT είναι piιο ευαίσθητη αpiό την μαγνητική ή αξονική τομογραφία διότι
μpiορεί να ανιχνεύσει μειωμένη ροή αίματος σε τραυματισμένες piεριοχές.
Η μεγαλύτερη διαφορά ως piρος τη διαγνωστική ικανότητα της μεθόδου σε σχέση με
την PET είναι ότι το ραδιοϊσότοpiο στην SPECT piαραμένει στην κυκλοφορία του αίμα-
τος, ενώ στην PET αpiορροφάται αpiό piεριβάλλοντες ιστούς και έτσι η διάγνωση στην
SPECT piεριορίζεται μόνο σε piεριοχές όpiου έχουμε ροή αίματος. Η τομογραφία SPECT
είναι εpiίσης φθηνότερη και ευκολότερα διαθέσιμη.
Η αpiεικόνιση στην μέθοδο αυτή γίνεται εpiίσης με τη χρήση κάμερας ακτινών γάμμα
η οpiοία λαμβάνει piολλαpiλές 2D εικόνες, αpiό διάφορες γωνίες. Στη συνέχεια ακολουθεί-
ται αpiό τη διαδικασία της τομογραφικής ανακατασκευής, δίνοντας μια 3D αναpiαράσταση.
Αυτά τα 3D δεδομένα μpiορούμε να τα χειριστούμε αναλόγως ώστε να piάρουμε λεpiτές
τομές κατά μήκος οpiοιουδήpiοτε άξονα θέλουμε.
Εδώ η διαφορά αpiό την τομογραφία PET είναι ότι η ακτινοβολία γάμμα εκpiέμpiεται
και μετράται κατευθείαν, ενώ στην PET έχουμε εκpiομpiή piοζιτρονίου piου διασpiάται σε 2
φωτόνια.
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Σχήμα 4: Τομογραφίας SPECT
3.2 Μαθηματικές Μέθοδοι
΄Εστω x1 και x2 συντεταγμένες του καρτεσιανού εpiιpiέδου. Και στις δύο μεθόδους PET
και SPECT οι piηγές της ακτινοβολίας βρίσκονται μέσα στο σώμα, και ο σκοpiός είναι να
piροσδιοριστεί η κατανομή g(x1, x2) σε δοσμένο εpiίpiεδο, του σχετικού ραδιοφάρμακου αpiό
μετρήσεις piου γίνονται έξω αpiό το σώμα της εκpiεμpiόμενης ακτινοβολίας. Χρησιμοpiοιώ-
ντας ένα σχετικά μεγάλο αριθμών εpiιpiέδων μpiορούμε να piροσδιορίσουμε τη τρισδιάστατη
κατανομή. Θεωρώντας ως f(x1, x2) το συντελεστή εξασθένησης ακτίνων X του σώματος
τότε είναι εύκολο να δείξουμε ότι η ένταση I του σώματος αpiό έναν ανιχνευτή piου δέχεται
μόνο ακτινοβολία κατά μήκος της ευθείας γραμμής L βρίσκεται αpiό
I =
∫
L
e
−
∫
L(x)
f ds
g dτ (3.1)
όpiου τ είναι μια piαράμετρος κατά μήκος L και L(x) ορίζεται το σημείο ανάμεσα στο σήμειο
(x1, x2) και τον ανιχνευτή. Ο συντελεστής εξασθένησης f(x1, x2) είναι η συνάρτηση piου
υpiολογίζεται αpiό το υpiολογιστικό τομογράφο. Συνεpiώς, το βασικό μαθηματικό piρόβλημα
στη μέθοδο SPECT είναι να piροσδιοριστεί η συνάρτηση g(x1, x2) αpiό τη γνωστή συνάρ-
τηση ΄ μετάδοσης ΄ f(x1, x2) (piροσδιορισμένο διαμέσου της υpiολογιστικής τομογραφίας)
και της συνάρτησης ΄ εκpiομpiής ΄ I (γνωστή αpiό τις μετρήσεις).
Η διαδικασία της μέθοδο PET είναι piιο αpiλή. Αναμφίβολα, καθώς οι piηγές εξά-
γουν σωματίδια κατά ζεύγη σε αντίθετες κατευθύνσεις και η ακτινοβολία σε αντίθετες
κατευθύνσεις υpiολογίζονται ταυτόχρονα, εpiομένως ο τύpiος (3.1) γίνεται
I =
∫
L
e
−
∫
L+(x)
f ds−
∫
L−(x)
f ds
g dτ, (3.2)
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όpiου L+(x), L−(x) δύο ημιευθείες της L με τελικό σημείο x. Καθώς, L+(x)+L−(x) = L,
ο τύpiος (3.2) γίνεται
I = e−
∫
L
f dτ ∫
L g dτ.
Σημείωση
Ανακαλούμε ότι η ευθεία ολοκληρώματος της συνάρτησης f(x1, x2) κατά μήκος L
piροκύpiτει αpiό τις μετρήσεις της υpiολογιστικής τομογραφίας. ΄Αρα, η συνάρτηση L και
το ολοκλήρωμα της συνάρτησης f(x1, x2) είναι γνωστά αpiό τις μετρήσεις της μεθόδου
PET και της υpiολογιστικής τομογραφίας αντίστοιχα. Το βασικό μαθηματικό piρόβλημα
της μεθόδου PET είναι να piροσδιοριστεί η g(x1, x2) αpiό τα γνωστά ολοκληρώματα της
ευθείας. Λοιpiόν διαpiιστώνουμε ότι το συγκεκριμένο μαθηματικό piρόβλημα ταυτίζεται με
το βασικό piρόβλημα της υpiολογιστικής τομογραφίας piου αναφέραμε piιο piάνω.
i. Σημείο της ευθείας L σχηματίζει γωνία θ με τον άξονα x1 piου καθορίζεται αpiό τρεις
piραγματικούς αριθμούς (τ ,ρ,θ), όpiου τ είναι piαράμετρος κατά μήκος της ευθείας
L, −∞ < τ <∞, ρ είναι η αpiόσταση αpiό τη piηγή (αρχή αξόνων) στην ευθεία,
−∞ < ρ <∞ και 0 5 θ 5 2pi.
ii. Η piαραpiάνω piαραμετροpiοίηση σημαίνει ότι για σταθερή γωνία θ οι κατερσιανές συ-
ντεταγμένες εκφράζονται σε τοpiικές συντεταγμένες (τ ,ρ) αpiό τις εξισώσεις
x1 = τ cos θ − ρ sin θ
x2 = τ sin θ + ρ cos θ (3.3)
΄Αρα, η συνάρτηση f(x1, x2) γράφεται σε τοpiικές συντεταγμένες και θα ορίζεται ως
F (τ, ρ, θ) = f(τ cos θ − ρ sin θ, τ sin θ + ρ cos θ).
΄Ετσι, F (τ, ρ, θ) και G(τ, ρ, θ) θα ορίζουν το συντελεστή εξασθένησης f(x1, x2) της
ακτίνας X και τη κατανομή του ραδιοφάρμακου g(x1, x2) αντίστοιχα εκφρασμένα σε
τοpiικές συντεταγμένες.
iii. Η ευθεία ολοκληρώματος της συνάρτησης f ονομάζεται μετασχηματισμός Radon και
θα ορίζεται ως fˇ . Για να υpiολογίσουμε τη συνάρτηση fˇ γράφουμε τη συνάρτηση f
σε τοpiικές συντεταγμένες και στη συνέχεια ολοκληρώνουμε ως piρος τ,
fˇ(ρ, θ) =
∫ ∞
−∞
F (τ, ρ, θ) dτ. (3.4)
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΄Οσο αφορά την ευθεία ολοκληρώματος της συνάρτησης g ως piρος τη συνάρτηση f
piου ορίζεται στη εξίσωση (3.1) ονομάζεται εξασθένηση μετασχηματισμού Radon
της g και θα ορίζεται ως gˆf . Για να υpiολογίσουμε τη gˆf , γράφουμε τις συναρτήσεις f
και g σε τοpiικές συντεταγμένες και ακόλουθα piροκύpiτει το piαρακάτω ολοκλήρωμα
gˆf (ρ, θ) =
∫ ∞
−∞
e−
∫∞
τ
F (s,ρ,θ) dsG(τ, ρ, θ) dτ (3.5)
Εpiομένως, το ουσιαστικό piρόβλημα αpiό μαθηματικής piλευράς και για τις δύο μεθό-
δους PET, SPECT είναι να ανακατασκευάσουμε τη συνάρτηση f γνωρίζοντας το με-
τασχηματισμό Radon fˇ . Ο σχετικός τύpiος ονομάζεται αντίστροφος μετασχηματισμός
Radon και δίνεται αpiό
f(x1, x2) =
1
4ipi2
(θx1 − iθx2)⊗
∫ ∞
0
eiθ{
∮ ∞
−∞
fˇ(ρ, θ)
ρ− (x2 cos θ − x1 sin θ) dρ} dθ, (3.6)
όpiου −∞ < xj <∞, j = 1, 2 . . . .
Μια piροσέγγιση για τη κατασκευή της εξίσωσης (3.6) ανέpiτυξε ο Φωκάς και Novikov
[1] piου βασίζεται στην ανάλυση της εξίσωσης
Å1
2
Å
λ+
1
λ
ã
θx1 +
1
2i
Å
λ− 1
λ
ã
θx2
ã
µ
Ä
x1, x2, λ
ä
= f(x1, x2), (3.7)
όpiου λ είναι μια μιγαδική piαράμετρο διάφορη του μηδενός. Η εφαρμογή αυτής της piροσέγ-
γισης στη γενικευμένη μορφή της εξίσωσης (3.7) χρησιμοpiοιήθηκε για την ανακατασκευή
της συνάρτησης g γνωρίζοντας τον μετασχηματισμό Radon gˆf . Ο αντίστοιχος τύpiος ο-
νομάζεται αντίστοφος εξασθένησης μετασχηματισμού Radon ο οpiοίος δημιουργήθηκε
αpiό το Novikov [2], αναλύοντας αντί την εξίσωση (3.7), την εξίσωση
Å1
2
Å
λ+
1
λ
ã
θx1 +
1
2i
Å
λ− 1
λ
ã
θx2 + f(x1, x2)
ã
µ
Ä
x1, x2, λ
ä
= g(x1, x2). (3.8)
3.3 Αντίστροφός Μετασχηματισμός Radon
Αρχικά θα αναλύσουμε το βασικό αpiοτέλεσμα του Φωκά και Novikov [1]. Αυτό το
αpiότελεσμα θα το χρησιμοpiοιήσουμε αργότερα για να piροκύψουν τόσο ο αντίστροφος
Radon όσο και ο αντίστροφος εξασθένησης μετασχηματισμού Radon.
32 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ ΓΙΑ ΤΟΜΟΓΡΑΦΟ
Πρόταση 3.2.1 Θεωρούμε τη μιγαδική piαράμετρο z με
z =
1
2i
Å
λ− 1
λ
ã
x1 − 1
2
Å
λ+
1
λ
x2
ã
, (3.9)
όpiου x1, x2 είναι piραγματικές καρτεσιανές συντεταγμένες −∞ < xj < ∞, j =
1, 2 . . . , και λ είναι μια μιγαδική μεταβλητή, λ 6= 0. Υpiοθέτουμε ότι η συνάρτηση f(x1, x2)
φθίνει καθώς |x1|+ |x2| → ∞. ΄Εστω µ(x1, x2, λ) ικανοpiοιεί την εξίσωση
1
2i
Å 1
|λ|2 − |λ|
2
ã∂µ(x1, x2, λ)
∂z¯
= f(x1, x2), (3.10)
|λ| 6= 1, με οριακή συνθήκη µ = O(1
z
) καθώς |x1| + |x2| → ∞. Ως λ+(θ) και λ−(θ)
ορίζουμε τα όρια του λ καθώς αυτό piροσεγγίζει το μοναδιαίο κύκλο αpiό εσωτερικά piρος
εξωτερικά του μοναδιαίου δίσκου αντιστοίχως, δηλαδή έχουμε
λ±(θ) = lim→0(1∓ )eiθ,
0 < , 0 ≤ θ ≤ 2pi. Τότε
µ(x1, x2, λ
±(θ)) = ∓P∓fˆ(ρ, θ)−
∫ ∞
τ
F (τ ′, ρ, θ) dτ ′, (3.11)
όpiου ως fˆ ορίζουμε το μετασχηματισμό Radon της f , F ορίζουμε τη συνάρτηση f σε
τοpiικές συντεταγμένες και ως P± τον φορέα piροβολής στην μεταβλητή ρ, δηλαδή
(P±g)(ρ) = lim
→0
1
2ipi
∫ ∞
∞
g(ρ′)
ρ′ − (ρ± i) dρ
′ = ±g(ρ)
2
+
1
2ipi
∮ ∞
−∞
g(ρ′)
ρ′ − ρ dρ
′ (3.12)
Αpiόδειξη. Λαμβάνωντας το συζυγή της εξίσωσης (3.9) βρίσκουμε
z¯ = − 1
2i
Å
λ¯− 1
λ¯
ã
x1 − 1
2
Å
λ¯+
1
λ¯
x2
ã
, (3.13)
όpiου z¯ και λ¯ είναι τα συζυγή των z και λ αντίστοιχα. Οι εξισώσεις (3.9) και (3.12)
ορίζουν μια αλλαγή των μεταβλητών αpiό (x1, x2) σε (z, z¯). Χρησιμοpiοιώντας αυτή την
αλλαγή μεταβλητών για να υpiολογίσουμε ∂x1 και ∂x2 σύμφωνα με τα ∂z και ∂z¯ η εξίσωση
(3.7) γίνεται (3.10).
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Στη συνέχεια θα δούμε piως piροέκυψε ο τύpiος (3.11). Η συγκεκριμένη αpiόδειξη
χωρίζεται σε δύο βήματα, τα όpiοια χησιμοpiοιούνται κυρίως στο χώρο των μη γραμμικών
μερικών διαφορικών εξισώσεων.
Στο piρώτο βήμα (μερικές φορές καλείται ευθή piρόβλημα) θεωρούμε την εξίσωση (3.10)
ως μια εξίσωση στην οpiοία ορίζουμε το µ σύμφωνα με την f , και κατασκευάζουμε το µ
σύμφωνα με την f για όλες τις μιγαδικές τιμές της λ. Εpiομένως, έχουμε
µ(x1, x2, λ) = − 1
2ipi
sgn
Å 1
|λ|2 − |λ|
2
ã ∫∫
R2
f(x′1, x
′
2)
z′ − z dx
′
1 dx
′
2, (3.14)
|λ| 6= 1. Υpiοθέτουμε ότι η συνάρτηση µ(zR, zI) ικανοpiοιεί την εξίσωση
∂µ(zR,zI)
∂z¯
= g(zR, zI), z = zR + izI ,
−∞ < zR < ∞, −∞ < zI < ∞, καθώς για την οριακή συνθήκη ισχύει µ = O(1z ) όταν
z →∞. Τότε, ο τύpiος του Pompieu [3] συνεpiάγεται
µ = − 1
pi
∫∫
R2
g(z
′
R, z
′
I)
z′ − z dz
′
R dz
′
I . (3.15)
Αυτή η εξίσωση είναι η ευθύς συνέpiεια του γεγονός ότι εpiειδή η µ στην εξίσωση (3.15)
εξαρτάται αpiό τη z μέσω της σχέση (z
′ − z)−1, τότε η εξάρτηση της μεταβλητής z¯ μpiορεί
να υpiολογιστεί ακριβώς χρησιμοpiοιώντας το τύpiο
∂z¯(z
′ − z)−1 = 2ipiδ(z′ − z). (3.16)
Στη piερίpiτωση μας,
g = 2if1
|λ|2−|λ|2
,
dzRdzI =
1
2i
Å 1
|λ|2 − |λ|2
ã
dx1dx2
έτσι η εξίσωση (3.15) γίνεται (3.14).
Στο δεύτερο βήμα (μερικές φορές καλείται αντίστροφο piρόβλημα), αναλύουμε τις ιδιό-
τητες της μεταβλητής µ σύμφωνα με τη λ και βρίσκουμε ένα εναλλακτικό τύpiο για τη µ.
Αυτός ο εναλλακτικός τύpiος piεριλαμβάνει συγκεκριμένα ολοκληρώματα της συνάρτησης
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f piου ονομάζονται φασματικές συναρτήσεις. ΄Οσο αφορά το δικό μας piρόβλημα, αυτός ο
τύpiος είναι η εξίσωση (3.11). Εpiειδή, όμως, µ είναι μια συνάρτηση της λ για |λ| 6= 1 και
µ = O( 1
λ
) όταν λ→∞, μpiορούμε να ανακατασκευάσουμε τη συνάρτηση µ αν γνωρίζουμε
ότι το ’piήδημα’ στο μοναδιαίο κύκλο είναι
µ(x1, x2, λ) =
1
2pi
∫ 2pi
0
J(x1, x2, θ
′)eiθ
′
eiθ′ − λ dθ
′, (3.17)
όpiου
J(x1, x2, θ) = µ(x1, x2, λ
+)− µ(x1, x2, λ−).
΄Αρα, χρειάζεται να υpiολογίσουμε τα όρια των µ καθώς λ τείνει στο λ±. Για  → 0
έχουμε,
λ+ ∓ 1
λ+
∼ (1− )eiθ ∓ (1 + )e−iθ.
Αντικαθιστώντας αυτή την έκφραση στον ορισμμό της z ( εξίσωση (3.9) ) και αpiλοpiοιώ-
ντας βρίσκουμε
z′ − z ∼ (x′1 − x1) sin θ − (x
′
2 − x2) cos θ + i((x
′
1 − x1) cos θ + (x
′
2 − x2) sin θ). (3.18)
Το δεξί μέρος της εξίσωσης (3.17) μpiορεί να το γραφτεί σύμφωνα με τις τοpiικές συντε-
ταγμένες ρ, ρ′, τ, τ ′. Δηλαδή, έστω κ και κ⊥ δύο μοναδιαία διανύσματα κατά μήκος της
ευθείας L και κάθετα στην ευθεία αντίστοιχα. Τότε
x = τκ+ ρκ⊥
ή
(x1, x2) = τ(cos θ, sin θ) + ρ(− sin θ, cos θ).
΄Ομως, τα x1 και x2 δίνονται αpiό την εξίσωση (3.3). Αντιστρέφοντας αυτές τις εξισώσεις
βρίσκουμε
τ = x2 sin θ + x1 cos θ, ρ = x2 cos θ − x1 sin θ. (3.19)
΄Ετσι, η εξίσωση (3.17) γίνεται
z′ − z ∼ −ρ′ + ρ+ i(τ ′ − τ).
Αντικαθιστώντας αυτή την έκφραση στην εξίσωση (3.14) και χρησιμοpiοιώντας το γεγονός
ότι ο αντίστοιχος sign ισούται με τη μονάδα, βρίσκουμε
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µ(x1, x2, λ
+) ∼ − 1
2ipi
∫∫
R2
f(x
′
1, x
′
2)
ρ′ − ρ− i(τ ′ − τ) dx
′
1 dx
′
2 (3.20)
Χρησιμοpiοιώντας την εναλλαγή των μεταβλητών (x1, x2)↔ (τ, ρ) piου έχουν οριστεί στις
εξισώσεις (3.3) και (3.19) και σημειώνοντας τον αντίστοιχο Ιακωβιανό ίσο με τη μονάδα,
δηλαδή
f(x
′
1, x
′
2)dx
′
1dx
′
2 = F (τ
′, ρ′, θ)dτ ′dρ′,
βρίσκουμε ότι το δεξί μέρος της εξίσωσης (3.20) είναι ίσο με
− 1
2ipi
∫∫
R2
F
ρ′ − (ρ+ i(τ ′ − τ)) dτ
′ dρ′. (3.21)
Με σκοpiό την αpiλοpiοίηση αυτής της έκφρασης χωρίζουμε το ολοκλήρωμα piάνω στο dτ ′
στην εξής μορφή ∫∞
−∞ dτ
′ =
∫ τ
−∞ dτ
′ +
∫∞
τ dτ
′,
με piεριορισμό στο piρώτο ολοκλήρωμα τ ′−τ < 0 ενώ στο δεύτερο ολοκλήρωμα 0 < τ ′−τ .
Εpiομένως, χρησιμοpiοιώντας το δεύτερο μέρος της εξίσωσης (3.12) η έκφραση της (3.21)
γίνεται
− 1
2ipi
∫∞
−∞
Å∮∞
−∞ F (τ
′, ρ′, θ) 1
ρ′−ρ dρ
′
ã
dτ ′
−1
2
∫ ∞
τ
F (τ ′, ρ, θ) dτ ′ +
1
2
∫ τ
−∞
F (τ ′, ρ, θ) dτ ′
.
Τέλος, piροσθέτωντας και αφαιρώντας το ολοκλήρωμα 1
2
∫∞
τ piροκύpiτει
µ(x1, x2, λ
+) = − 1
2ipi
∫∞
−∞
Å∮∞
−∞ F (τ
′, ρ′, θ) 1
ρ′−ρ dρ
′
ã
dτ ′
+
1
2
∫ ∞
−∞
F (τ ′, ρ, θ) dτ ′ −
∫ ∞
τ
F (τ ′, ρ, θ) dτ ′
Οι δύο piρώτοι όροι στη δεξιά piλευρά της εξίσωσης ισούται με −P−fˆ , άρα βρήκαμε
(3.11)+. Ομοίως για την (3.11)−.
Χρησιμοpiοιούμε την εξίσωση (3.11) για να δούμε piως piροκύpiτουν ο αντίστροφος
Radon και ο αντίστροφος εξασθένησης Radon μετασχηματισμός. Σε αυτό το σημείο
σημειώνουμε ότι το αpiοτέλεσμα της piρότασης (3.2.1) μpiορεί να γραφτεί στη μορφή
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lim
λ→λ±
{∂−1z¯
Åf(x1, x2)
ν(λ)
ã
} = ∓P∓fˆ(ρ, θ)−
∫ ∞
τ
F (τ ′, ρ, θ) dτ ′, (3.22)
όpiου
ν(λ) =
1
2i
Å 1
|λ|2 − |λ|2
ã
. (3.23)
Η εξίσωση (3.11) piαράγει
J(x1, x2, θ) = − 1
2ipi
∮ ∞
−∞
fˆ(ρ′, θ)
ρ′ − (x2 cos θ − x1 sin θ dρ
′. (3.24)
Η εξίσωση (3.17) συνεpiάγεται
µ(x1, x2, λ) =
Å
− 1
2pi
∫ 2pi
0
J(x1, x2, θ)e
iθ dθ
ã1
λ
+O
Å 1
λ2
ã
(3.25)
Αντικαθιστώντας αυτή την έκφραση στην εξίσωση (3.7) βρίσκουμε
f(x1, x2) =
1
2
(θx1 − iθx2)
Å
− 1
2pi
∫ 2pi
0
J(x1, x2, θ)e
iθ dθ
ã
. (3.26)
Τοpiοθετώντας την εξίσωση J στο δεξί μέρος της εξίσωσης (3.24) βρίσκουμε την εξίσωση
(3.6).
Κεφάλαιο 4
Αλγόριθμος Για SPECT
4.1 Εξασθένηση Μετασχηματισμού Radon
Η εξίσωση (3.8) μpiορεί να γραφτεί στη μορφή
∂µ
∂z¯
+ f
ν
µ = g
ν
όpiου το ν ορίζεται αpiό την εξίσωση (3.23). ΄Ετσι, έχουμε
∂
∂z¯
Å
µ exp[θ−1z¯
Å
f
ν
ã
]
ã
= g
ν
exp[θ−1z¯
Å
f
ν
ã
]
ή
µ exp[θ−1z¯
Å
f
ν
ã
] = θ−1z¯
Å
g
ν
exp[θ−1z¯
Å
f
ν
ã
]
ã
.
Τοpiοθετώντας στην εξίσωση αυτή το ίσο της θ−1z¯
f
ν
αpiό την εξίσωση (3.22) piροκύpiτει
µ(x1, x2, λ
±)e∓P
∓fˆ(ρ,θ)e−
∫∞
τ
F (τ ′,ρ,θ) dτ ′
= θ−1z¯
Åg(x1, x2)
ν(λ)
e∓P
∓fˆ(ρ,θ)e−
∫∞
τ
F (τ ′,ρ,θ) dτ ′
ã
.
Για τον υpiολογισμό του δεξιού μέρους αυτής της εξίσωσης χρησιμοpiοιούμε piάλι την
εξίσωση (3.22), όpiου f τοpiοθετείται αpiό g φορές των δύο εκθετικών piου εμφανίζονται
στη piαραpiάνω σχέση. Λοιpiόν, έχουμε
µ(x1, x2, λ
±)e∓P
∓fˆ(ρ,θ)e−
∫∞
τ
F (τ ′,ρ,θ) dτ ′
= ∓P∓e∓P∓fˆ(ρ,θ)gˆf (ρ, θ)
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−
∫ ∞
τ
G(τ ′, ρ, θ)e∓P
∓fˆ(ρ,θ)e−
∫∞
τ ′ F (s,ρ,θ) ds dτ ′. (4.1)
Σημειώνεται ότι η έκφραση exp[∓P∓fˆ ] είναι ανεξάρτητη αpiό τη τ ′, έτσι αυτή η έκφραση
βγαίνει έξω αpiό το ολοκλήρωμα
∫∞
τ και το ίδιο ισχύει για την ίδια έκφραση piου βρίσκεται
στο αριστερό μέρος της εξίσωσης (4.1). ΄Αρα, όταν υpiολογίζουμε το µ(x1, x2, λ+) −
µ(x1, x2, λ
−), η δεύτερη έκφραση του δεξιού μέρους της εξίσωσης (4.1) διαγράφεται και
βρίσκουμε τον αντίστοιχο τύpiο piου δίνεται αpiό
J(x1, x2, θ) = −e
∫∞
τ
F (τ ′,ρ,θ) dτ ′
⊗
Å
eP
−fˇ(ρ,θ)P−e−P
−fˇ(ρ,θ) + e−P
+fˇ(ρ,θ)P+eP
+fˇ(ρ,θ)
ã
gˇf (ρ, θ) (4.2)
όpiου τ και ρ εκφράζονται σε συνάρτηση των x1 και x2 στην εξίσωση (3.19).
Η εξίσωση (3.17) ισχυεί όpiως και η εξίσωση (3.26) αν η f αντικαθιστεί αpiό την g
στην εξίσωση (3.26). Συνεpiώς, έχουμε
g(x1, x2) = − 1
4pi
(θx1 − iθx2)
∫ 2pi
0
J(x1, x2, θ)e
iθ dθ, (4.3)
όpiου J ορίζεται αpiό την εξίσωση (4.2). Αυτός ο τύpiος ισούται με το τύpiο του Novikov.
Σημειώνουμε την piρώτη εκθετική συνάρτηση του δεξιού μέρους της εξίσωσης (4.2)
ως piρος το I(τ, ρ, θ), δηλαδή έχουμε
I(τ, ρ, θ) = exp[
∫ √1ρ2
τ
F (τ ′, ρ, θ) dτ ′]. (4.4)
Η piεριοχή ολοκλήρωσης είναι piεpiερασμένη, δηλαδή [τ,
√
1− ρ2] και F (τ, ρ, θ) = 0 για
|ρ| ≥ 1 ή για |τ | ≥ √1− ρ2.
Ο ορισμός (3.12) γίνεται P±fˇ(ρ, θ) = ±1
2
fˇ(ρ, θ)− i
2pi
h(ρ, θ).
Εpiιpiλέον,
exp[P±fˇ(ρ, θ)]
= exp[±1
2
fˇ(ρ, θ)]
Å
cos
h(ρ, θ)
2pi
− sin h(ρ, θ)
2pi
ã
,
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exp[−P±fˇ(ρ, θ)]
= exp[∓1
2
fˆ(ρ, θ)]
Å
cos
h(ρ, θ)
2pi
+ i sin
h(ρ, θ)
2pi
ã
.
Θέτω τις piαρακάτω ισότητες f cpe(ρ, θ) = e
1
2
fˇ(ρ,θ) cos
h(ρ,θ)
2pi ,
f spe(ρ, θ) = e
1
2
fˇ(ρ,θ) sin
h(ρ,θ)
2pi f cme(ρ, θ) = e−
1
2
fˇ(ρ,θ) cos
h(ρ,θ)
2pi ,
f sme(ρ, θ) = e−
1
2
fˇ(ρ,θ) sin
h(ρ,θ)
2pi®
f c(ρ, θ) = f cpe(ρ, θ)gˇf (ρ, θ),
f s(ρ, θ) = f spe(ρ, θ)gˇf (ρ, θ)
Χρησιμοpiοιώντας αυτά τις ισότητες και τοpiοθετώντας την ισότηταR(τ, ρ, θ) = −J(τ, ρ, θ),
κάνοντας τις κατάλληλες piράξεις η εξίσωση (4.2) γίνεται
R(τ, ρ, θ) = I(τ, ρ, θ)((f cme− if sme)(P−f c + iP−f s) + (f cme + if sme)(P+f c− iP+f s)).
(4.5)
Τώρα θα θέσουμε ∮∞
−∞
fc(ρ′,θ)
ρ′−ρ dρ
′ = hc(ρ, θ),
∮ ∞
∞
f s(ρ′, θ)
ρ′ − ρ dρ
′ = hs(ρ, θ),
έτσι η εξίσωση (4.5) γίνεται
R(τ, ρ, θ) = −iI(τ, ρ, θ)
Å
f cme
Å
1
pi
hc + 2f s
ã
+ f sme
Å
1
pi
hs − 2f c
ãã
.
Εpiομένως, γράψαμε το δεξιό μέρος της εξίσωσης ως piρος το −ir(τ, ρ, θ). Λαμβάνωντας
το piραγματικό μέρος της g(x1, x2) στην εξίσωση (4.3) piαρατηρούμε ότι
g(x1, x2) =
1
4pi
∫ 2pi
0
(rx1 sin θ − rx2 cos θ) dθ, (4.6)
όpiου τ και ρ piου δίνονται αpiό την εξίσωση (3.19) και
r(τ, ρ, θ) = I(τ, ρ, θ)
Å
f cme
Å 1
pi
hc + 2f s
ã
+ f sme
Å 1
pi
hs − 2f c
ãã
. (4.7)
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Για αριθμητικό υpiολογισμό του μετασχηματισμού Hilbert υpiοθέτουμε ότι fˇ(ρ, θ) δίνεται
για κάθε θ σε n ισοδύναμα σημεία ρi ∈ [−1, 1], δηλαδή θεωρήσαμε ότι fˇi = fˇ(ρi, θ) είναι
γνωστά. Εpiιpiλέον, σε κάθε διάστημα [ρi, ρi+1] piροσεγγίζουμε το fˇ(ρ, θ) χρησιμοpiοιώ-
ντας την σχέση
fˇ(ρ, θ) = Si(ρ, θ)
= Aifˇi +Bifˇi+1 + Cifˇ
′′
i +Difˇ
′′
i+1 (4.8)
όpiου
Ai =
ρi+1−ρ
ρi+1−ρi ,
Bi = 1− Ai
Ci =
1
6
(A3i − Ai)(ρi+1 − ρi)2,
Di =
1
6
(B3i −Bi)(ρi+1 − ρi)2,
και ως fˇ
′′
i ορίζουμε την δεύτερη piαράγωγο του fˇ(ρ, θ) ως piρος τη ρ για ρ = ρi. Με
άλλα λόγια, piροσεγγίζουμε το fˇ(ρ, θ) σύμφωνα με τη κυβική συνάρτηση spline με ίσα
τμηματικά σημεία.
Τότε γράφουμε
h(ρ, θ) =
∫ 1
−1
fˇ(ρ,θ)
ρ′−ρ dρ
′ +
∫ 1
−1
fˇ(ρ′,θ)−fˇ(ρ,θ)
ρ′−ρ dρ
′
= fˇ(ρ, θ)ln
1− ρ
1 + ρ
+
n−1∑
i=1
∫ ρi+1
ρi
Si(ρ
′, θ)− fˇ(ρ, θ)
ρ′ − ρ dρ
′. (4.9)
Αν ρ = ρi ή ρ = ρi+1 το ολοκλήρωμα του δεξιού μέρους της εξίσωσης (4.9) γράφεται
ως
∫ ρi+1
ρi
Si(ρ
′,θ)−Si(ρ,θ)
ρ′−ρ dρ
′.
΄Ετσι μετά αpiό μερικές piράξεις piροκύpiτει
∫ ρi+1
ρi
Si(ρ
′,θ)−fˇ(ρ,θ)
ρ′−ρ dρ
′ = −fˇi + fˇi+1
1
36
(4ρ2i − 5ρiρi+1 − 5ρ2i+1 − 3(ρ− 5ρi+1)ρ− 6ρ2)fˇ ′′i
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1
36
(5ρ2i + 5ρiρi+1 − 4ρ2i+1 − 3(5ρ− ρi+1)ρ+ 6ρ2)fˇ
′′
i+1. (4.10)
Αν ρ 6= ρi και ρ 6= ρi=1 το ολοκλήρωμα του δεξιού μέρους της εξίσωσης (4.9) μpiορεί
να γραφτεί ως ∫ ρi+1
ρi
Si(ρ
′,θ)
ρ′−ρ dρ
′ − fˇ(ρ, θ)ln|ρi+1−ρ
ρi−ρ |,
και μετά αpiό μερικές piράξεις piροκύpiτει
h(ρ, θ) =
∑n−1
i=1 {Fi − 1ρi−ρi+1 ln|
ρi+1−ρ
ρi−ρ |[(ρi+1 − ρ)fˇi
−(ρi − ρ)fˇi+1 − 1
6
(ρi − ρ)(ρi+1 − ρ)((ρi − 2ρi+1 + ρ)fˇ ′′i
+ (2ρi − ρi+1 − ρ)fˇ ′′i+1)]}, (4.11)
όpiου Fi είναι το δεξιό μέρος της εξίσωσης (4.10).
Λαμβάνωντας υpiόψη μας το piραγματικό μέρος της εξίσωσης (3.6) αυτό σημαίνει ότι η
f(x1, x2) δίνεται αpiό
f(x1, x2) = − 1
4pi2
∫ 2pi
0
hρ(ρ, θ) dθ, (4.12)
όpiου h(ρ, θ) ορίζεται αpiό την εξίσωση (3.9). Εpiομένως, διαpiιστώνουμε ότι η f(x1, x2)
είναι συμpiαγής, συγκεκριμένα f(x1, x2) = 0 για x21 + x
2
2 ≥ 1. ΄Αρα, για να υpiολογίσουμε
αριθμητικά την I(τ, ρ, θ) για κάθε x1, x2, θ, χρησιμοpiοιούμε τη σχέση (4.12) και (3.19)
και piροκύpiτει
f(x1, x2) = − 14pi2
∫ 2pi
0 hρ(x2 cos t− x1 sin t, t) dt,
και κατά συνέpiεια
F (τ, ρ, θ) = − 1
4pi2
∫ 2pi
0
hρ(τ sin(θ − t) + ρ cos(θ − t), t) dt. (4.13)
Τώρα θα υpiολογίσουμε τη F (τ, ρ, θ) ακολουθώντας την διαδικάσια piου piεριγράφεται
στο Παράρτημα Α. Τότε υpiολογίζουμε τη I(τ, ρ, θ) χρησιμοpiοιώντας τη σχέση (4.4) αν
τ ≥ 0, αλλιώς αν τ ≤ 0 τότε χησιμοpiοιούμε τη σχέση
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I(τ, ρ, θ) = exp[fˇ(ρ, θ)−
∫ τ
−
√
1−ρ2
F (τ ′, ρ, θ) dτ ′ (4.14)
Για την αριθμητική εpiίλυση των ολοκληρωμάτων piου εμφανίζονται στις εξισώσεις (4.4)
και (4.14) χρησιμοpiοιούμε το τετράγωνο του Gauss-Legrendre σε δύο συναρτήσεις σε
κάθε βήμα, δηλαδή ∫ β
α F (τ
′, ρ, θ) dτ ′ ≈ w1F (τ1, ρ, θ) + w2F (τ2, ρ, θ),
όpiου τετμημένες οι τ1, τ2 και οι συντελεστές στάθμισης (βαρύτητας) w1, w2 δίνονται αpiό
τ1 = α + (β − α)(12 −
√
3
6
)
τ2 = α + (β − α)(1
2
+
√
3
6
)
w1 = w2 =
1
2
(β − α).
Σημειώνουμε ότι piροσpiαθήσαμε την υpiοδιαίρεση του διαστήματος (α, β) σε διάφορα χρο-
νικά διαστήματα και η βελτίωση είναι piολύ μικρή. Ως εκ τούτου, χρησιμοpiοιούμε ένα
διάστημα, δηλαδή δύο συναρτήσεις στο τετράγωνο, δεδομένου ότι η μεγάλη αύξηση του
χρόνου στο piρόγραμμα συνάγεται αpiό τη χρήση του piίνακα στο τετράγωνο piου δεν δι-
καιολογείται αpiό τη μέτρια αύξηση στην ακρίβεια.
Για την αριθμητική εpiίλυση των ολοκληρωμάτων στις εξισώσεις (4.6) και (4.13) χρη-
σιμοpiοιούμε το τύpiο ∫ 2pi
0 g(θ) dθ =
2pi
N
∑N−1
i=0 g
Å
2ipi
N
ã
.
Για την αριθμητική εpiίλυση των μερικών piαραγώγων rx1 και rx2 στην εξίσωση (4.6)
χρησιμοpiοιούμε το εμpiρός σύστημα διαφοράς
f
′
(x) ≈ −3f(x)+4f(x+∆x)−f(x+2∆x)
2∆x
για το piρώτο μισό του διαστήματος [−1, 1], και το piίσω σύστημα διαφοράς
f
′
(x) ≈ 3f(x)−4f(x−∆x)+f(x−2∆x)
2∆x
για το δεύτερο μισό. ΄Ετσι, για την αριθμητική εpiίλυση της g(x1, x2) αpiό τα δεδομέ-
να fˆ(ρ, θ) και gˆf (ρ, θ) εφαρμόσουμε την ακόλουθη διαδικασία. Πρώτα, υpiολογίζουμε
τις δεύτερες piαραγώγους fˆ
′′
i χρησιμοpiοιώντας τη συνάρτηση spline αpiό το [2] θέτωντας
fˇ
′′
1 = fˇ
′′
n = 0. Συνεpiώς, υpiολογίζουμε h(ρ, θ) χρησιμοpiοιώντας τις εξισώσεις (4.9) και
(4.10) για δοσμένα ρ και θ. Σημειώνουμε ότι αν |ρi| = 1 τότε καθώς έχουμε την συμpiά-
γεια, fˇ(ρ, θ) = 0, έτσι το fˇ(ρ, θ) μpiορεί να αpiουσιάζει, τότε υpiολογίζουμε f spe(ρ, θ) και
f cpe(ρ, θ). Τελικά υpiολογίσαμε piάλι χρησιμοpiοιώντας την συνάρτηση spline, τις δεύτερες
piαραγώγους για τη κυβική συνάρτηση spline piαρεμβολής των συναρτήσεων f c(ρ, θ) και
f s(ρ, θ).
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4.2 Αριθμητικά piειράματα
Τα θ σημεία είναι ίσα τμηματικά στο διάστημα [0, 2pi], ενώ τα ρ σημεία είναι ίσα τμημα-
τικά στο [−1, 1]. Το μαύρο χρώμα αναpiαριστά τις μηδενικές τιμές ενώ το λευκό χρώμα
αναpiαριστά τη μέγιστη τιμή της αρχικής (ή ανακατασκευόμενης) συνάρτησης.
Πρώτα, θα εξετάσουμε τον αλγόριθμο PET για τρία διαφορετικά φαντάσματα στο
Σχήμα 5. Τα στοιχεία αυτά αpiεικονίζουν τον συντελεστή εξασθένησης Χ-ακτίνων για μια
συνάρτηση f(x1, x2) piου μοντελοpiοιεί ένα τμήμα ανθρώpiινου θώρακος. Οι μικροί κύκλοι
αναpiαριστούν τα οστά και οι ελλείψεις τους piνεύμονες. Το Σχήμα 5c είναι γνωστό ως
φάντασμα Shepp-Logan,το οpiοίο piροβάλλει το μοντέλο ενός τμήματος της κεφαλής. ΄Ολα
αυτά τα φαντάσματα αpiοτελούνται αpiό διαφορετικές ελλείψεις με διάφορες piυκνότητες.
Σχήμα 5
Χρησιμοpiοιώντας το μετασχηματισμό Radon (3.4), υpiολογίσαμε τη δεδομένη συνάρ-
τηση f(x1, x2) για 200 σημεία για θ και 100 σημεία για ρ. Τότε χησιμοpiοιήσαμε αυτά τα
δεδομένα σε αριθμητικό αλγόριθμο για να ξανά υpiολογίσουμε τη f(x1, x2).
Εν συνεχείας, εξετάσαμε το αλγόριθμο SPECT για τρία διαφορετικά φαντάσματα
τα οpiοία αpiεικονίζονται στο Σχήμα 6. Το Σχήμα 6a,b τα piήραμε αpiό τον Kunyansky
[4]. Σε αυτές τις piεριpiτώσεις η συνάρτηση f(x1, x2) δόθηκε αpiό το Σχήμα 5a. ΄Οσο
αφορά το Σχήμα6c, ο λευκός δακτύλιος αναpiαριστά την κατανομή του ραδιοφαρμάκου
στο μυοκάρpiιο. Σε αυτή τη piερίpiτωση η συνάρτηση f(x1, x2) δόθηκε αpiό το Σχήμα 5b
Σχήμα 6
44 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΓΙΑ SPECT
4.3 Παράρτημα Α
Η συνάρτηση f(x1, x2) δίνεται αpiό την εξίσωση (4.12). Ενσωματώνοντας τη spline (4.8)
piροκύpiτει ο piαρακάτω τύpiος piου διαβάζεται ως
h(ρ, θ) =
∑n−1
i=1
∫ ρi+1
ρi
Si(ρ
′,θ)
ρ′−ρ dρ
′.
Μετά αpiό αpiλές piράξεις καταλήγουμε σε
hρ(ρ, θ) =
∑n−1
i=1 { fˇiρi−ρ −
fˇi+1
ρi+1−ρ − 14(ρi − 3ρi+1 + 2ρ)fˇ
′′
i
−1
4
(3ρi − ρi+1 − 2ρ)fˇ ′′i+1
[ fˇi−fˇi+1
ρi−ρi+1 − 16
Å
ρi − ρi+1 − 3(ρi+1−ρ)2ρi−ρi+1
ã
fˇ
′′
i
+
1
6
Å
ρi − ρi+1 − 3(ρi − ρ)
2
ρi − ρi+1
ã
fˇ
′′
i+1]ln|
ρi+1 − ρ
ρi − ρ |}. (4.15)
΄Αρα για να υpiολογίσουμε αριθμητικά τη f(x1, x2) αpiό τη δεδομένη fˇ(ρ, θ) piρώτα
υpiολογίζουμε τις δεύτερες piαραγώγους fˇ
′′
i χρησιμοpiοιώντας spline. Τότε για κάθε x1
και x2 υpiολογίζουμε ρ χρησιμοpiοιώντας την (3.19) και τη hρ(ρ, θ) χρησιμοpiοιώντας την
(4.15). Τελικά βρήκαμε τη f(x1, x2) χρησιμοpiοιώντας τη συνάρτηση (4.15).
Σημειώνουμε ότι η εξίσωση (4.15) piεριέχει την έκφραση
ln|ρi+1−ρ
ρi−ρ |
Ωστόσο, εpiειδή για την ανακατασκευή ο αριθμός των σημείων για x1 και x2 μpiορεί
να είναι διαφορετικός αpiό τον αριθμό των σημείων ρ, γενικώς ισχυεί ρ 6= ρi+1 και ρ 6= ρi.
Κεφάλαιο 5
Μέθοδος Σειρών
5.1 Μετασχηματισμός Gegenbauer
Πολλές σειρές piροσεγγίζουν μια συνάρτηση f(x) αν μας δίνονται ικανοpiοιητικές piληροφο-
ρίες για το μετασχηματισμό Radon fˇ(p, ξ). Οι piερισσότερες αpiό αυτές τις piροσεγγίσεις
εξαρτούνται αpiό συγκεκριμένη φυσική κατάσταση και την piοιότητα των δεδομένων. Δεν
είναι σκοpiό μας να εpiανεξετάσουμε τα εν λόγω τεχνικά ζητήματα, αλλά θα εpiικεντρωθού-
με σε ορισμένα γενικά αpiοτελέσματα piου αpiοτελούν τη βάση για το μεγαλύτερο μέρος
της σειράς piροσεγγίσεων στην χρήση.
Θεωρούμε ότι η συνάρτηση f(x) γράφεται ως το άθροισμα
f(x) =
∑
l,m
Almgl(r)Slm(ω), (5.1)
όpiου Alm είναι σταθερές. Στη γενική piερίpiτωση το άθροισμα
∑
l,m σημαίνει
∑m=1
N
∑l=0
∞ με
Slm και N = N(n, l) piου ορίζεται ως N = N(n, l) = 2l+n−2l
Ä
l+n−3
l−1
ä
piου ως n θεωρούμε
τη διάσταση του χώρου και ως l το βαθμό των σφαιρικών αρμονικών. Στην piράξη το
άθροισμα θα είναι piεpiερασμένο και εκpiροσωpiεί τη piροσέγγιση της f(x).
Ο μετασχηματισμός Radon δίνεται αpiό
fˇ(p, ξ) =
∑
l,m
Almgˇl(p)Slm(ξ). (5.2)
Υpiοθέτουμε ότι ο fˇ(p, ξ) είναι γνωστό. Οι σταθερές μpiορούν να piροσδιοριστούν
κάνοντας τις γωνιακές ολοκληρώσεις και κάνοντας χρήση την ορθογωνιότητα του Slm(ξ),
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∫
|ξ|=1 fˇ(p, ξ)Sl′m′(ξ) dξ =
∫
|ξ|=1
∑
l,mAlmgˇl(p)Slm(ξ)Sl′m′(ξ) dξ
=
∑
l,m
Almgˇl(p)δll′δmm′
Al′m′ gˇl′(p).
Ισοδύναμα,
= Almgˇl(p) =
∫
|ξ|=1
fˇ(p, ξ)Slm(ξ) dξ. (5.3)
Οι εξισώσεις της ακτίνας gl(r) στο τύpiο (5.1) και gˇl(p) στο (4.3) είναι μέρος του
μετασχηματισμού Gegenbauer, και συνδέονται με το ακόλουθο τύpiο
gl(r) =
(−1)2ν+1Γ(l + 1)Γ(ν)
2piν+1Γ(l + 2ν)r
∫ ∞
r
gˇ
(2ν+1)
l (p)C
ν
l
(
p
r
)
[
p2
r2
− 1]ν− 12 dp (5.4)
Η piροηγούμενη piροσέγγιση φαίνεται αpiλή. Συγκεκριμένα, καθορίζουμε το Almgˇl(p)
αpiό το τύpiο (5.3) και χρησιμοpiοιώντας το (5.4) για να piάρουμε το Almgl(r), τότε υpiο-
λογίζουμε τη συνάρτηση f(x) αpiό το (5.1). ΄Ομως, η αριθμητική εφαρμογή αυτής της
διαδικασίας είναι αρκετά δύσκολη. Εpiόμενως, υpiάρχει ανάγκη για piεραιτέρω διευρένηση
αυτής της δυσκολίας.
Ειδικές piεριpiτώσεις αυτή της γενικής ανάpiτυξης piαρουσιάζονται στις piαρακάτω piα-
ραγράφους.
5.2 Κυκλικές Αρμονικές Εpiεκτάσεις (n = 2)
Παρατηρούμε ότι για n = 2 έχουμε N(2, l) = 2. Συνήθως, για δισδιάστατη piερίpiτωση
θεωρούμε ω(cos θ, sin θ). Οι κυκλικές συνάρτησεις Slm(ω) μpiορούν να εpiιλεγούν ως
Sl1(ω) =
1√
pi
cos lθ, Sl2(ω) =
1√
pi
sin lθ (5.5)
΄Οταν εργαζόμαστε σε δύο διαστάσεις συχνά είναι χρήσιμο να χρησιμοpiοιούμε γραμμικούς
συνδυασμούς των Slm, pi.χ
√
pi(Sl1 + iSl2) = e
ilθ
και
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√
pi(Sl1 − iSl2) = e−ilθ.
Εpiίσης, piαρατηρούμε ότι και το αντικείμενο f(r, θ) και ο μετασχηματισμός fˇ(p, θ) piρέpiει
να είναι piεριοδικά με piερίοδο 2pi. Συνεpiώς, είναι λογικό να εpiεκτείνουμε την f(r, θ) με
το τύpiο
f(r, θ) =
∞∑
l=−∞
gl(r)e
iθ. (5.6)
Παρατηρούμε ότι είναι ο ίδιος τύpiος με το (5.1) έχοντας αντικαταστήσει στο όρο eilθ
ένα κατάλληλο γραμμικό συνδυασμό των Slm. Η σταθερά έχει ’αpiορροφηθεί’ μέσα στη
συνάρτηση gl(r). Τώρα, ο μετασηματισμός Radon (5.6) γίνεται
fˇ(p, φ) =
∞∑
l=−∞
gˇl(p)e
ilφ. (5.7)
Η συνάρτηση gˇl(p) μpiορεί να υpiολογιστεί αpiό τη συνηθισμένη διαδικασία∫ 2pi
0 fˇ(p, φ)e
−il′φ dφ =
∑∞
l=−∞ gˇl(p)
∫ 2pi
0 e
ilφe−il
′φ dφ
=
∑∞
l=−∞ gˇl(p)2piδll′
= 2pigˇl′(p)
Ισοδύναμα,
gˇl(p) =
1
2pi
∫ 2pi
0
fˇ(p, φ)e−ilφ dφ. (5.8)
Για να βρούμε την εξίσωση gˇl(p) piου αφορά σε gl(r), υpiολογίζουμε (5.4) χρησιμοpiοιώ-
ντας για n = 2. Η διαδικασία είναι ευθής αν στον piρώτο όρο piολλαpiλασιάσουμε με ν
ν
,
λαμβάνουμε τον όριο καθώς ν → 0, και χρησιμοpiοιούμε
limν→0Cνl =
2
l
Tl(z).
Το αpiοτέλεσμα είναι ο τύpiος του μετασχηματισμού Tchebycheff
gl(r) =
−1
pir
∫ ∞
r
gˇ
′
l(p)Tl(
p
r
)[
p2
r2
− 1]− 12 dp, (5.9)
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όpiου gˇ
′
l(p) =
d
dp
gˇ
′
l(p) και r > 0.
Η εξίσωση του αντίστροφου είναι ο τύpiος
gˇl(p) = 2
∫ ∞
p
gl(r)Tl(
p
r
)(1− p
2
r2
)−
1
2 dr (5.10)
για p ≥ 0.
Σημείωση (Μετασχηματισμό Abel)
Θεωρούμε τις εξισώσεις (5.9) και (5.10) με l = 0. (Αυτή είναι η piερίpiτωση της
κυκλικής συμμετρίας). Ο μετασχηματισμός Abel είναι
g0(r) =
−1
pi
∫ ∞
r
g
′
0(p)[p
2 − r2]−12 dp (5.11)
gˇ0(p) = 2
∫ ∞
p
rg0(r)[r
2 − p2]− 12 dr (5.12)
Σημειώνεται ότι η piερίpiτωση για r = 0 δίνει μη μηδενική συμβολή για f(0, θ). Για
piαράδειγμα, αν gˇ0(p) =
√
pie−p
2
, τότε g0(0) = 1 και f(0, θ) = 1.
5.3 Σφαιρικές Αρμονικές Εpiεκτάσεις (n = 3)
Αν n = 3, οι piραγματικές ορθοκανονικές συναρτήσεις Slm σχετίζονται με τις γνωστές
σφαιρικές αρμονικές Ylm. Πριν, όμως, εξηγήσουμε τη σχέση τους, θα ορίσουμε τις Ylm.
Τα piολυώνυμα Legendre Pl(t) ορίζονται ως
Pl(t) =
1
2ll!
(
d
dt
)l(t2 − 1)l, (5.13)
και οι αντίστοιχες συναρτήσεις Legendre ορίζονται ως
Pml (t) =
1
2ll!
(1− t2)m2 ( d
dt
)l+m(t2 − 1)l (5.14)
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για 0 ≤ m ≤ l. Οι σφαιρικά αρμονικές σύμφωνα με τις αντίστοιχες συναρτήσεις Legendre
είναι
Ylm(θ, φ) = (−1)m[ (2l + 1)
4pi
(l −m)!
(l +m)!
]
1
2Pml (cos θ)e
imφ (5.15)
για 0 ≤ m ≤ 1, όpiου θ και φ είναι οι piολικές γωνίες. Οι Ylm ικανοpiοιούν τη συνθήκη
της συμμετρίας
Yl,−m(θ, φ) = (−1)mY ∗lm(θ, φ), (5.16)
όpiου ως ∗ ορίζουμε το μιγαδικό συζυγή, και η συνθήκη ορθοκανονικότητας είναι
< Ylm, Yl′m′ >=
∫ 2pi
0
dφ
∫ pi
0
dθY ∗lm(θ, φ)Yl′m′(θ, φ) sin θ = δll′δmm′ . (5.17)
΄Ενας τρόpiος να συνδέσουμε τις Slm με τις Ylm είναι να θεωρήσουμε N(n, l) = N(3, l)−
2l + 1 των συναρτήσεων Slm με
Sel,m =
Ylm+Y
∗
lm√
2
= (−1)m[ (2l+1)
2pi
(l−m)!
(l+m)!
]
1
2Pml (cos θ) cosmφ,
για m = 1, 2, . . . , l
Sol,m =
Ylm−Y ∗lm
i
√
2
= (−1)m[ (2l+1)
2pi
(l+m)!
(l−m)! ]
1
2P−ml (cos θ) sinmφ,
για m = −1,−2, . . . ,−l
Slo = Ylo =
√
2l+1
4pi
Pl(cos θ),
για m = 0.
Οι εκθέτες e (για άρτιο) και o (για piεριττό) έχουν εισαχθεί για να βοηθήσουν τον
piροσδιορισμό των τύpiων των piραγματικών σφαιρικών αρμονικών. Οι piροηγούμενες εξι-
σώσεις μpiορούν να λυθούν για Ylm και Y ∗lm αν piρώτα σημειώσουμε ότι
Sol,−m =
Yl,−m−Y ∗l,−m
i
√
2
= (−1)m(Y ∗lm−Ylm
i
√
2
),
για m = 1, 2, . . . , l.
Πρέpiει piλέον να θεωρείται σαφές ότι μpiορούμε να χρησιμοpiοιήσουμε είτε Slm είτε Ylm
στις σειρές εpiέκτασεις. Το piλεονέκτημα χρησιμοpiοιώντας τις Slm είναι ότι είναι piραγμα-
τικές και ορθοκανονικές, ενώ όσο αφορά τις Ylm είναι piιο γνωστές και συνακόλουθα piιο
κατανοητές αpiό τους αναγνώστες.
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5.4 Μετασχηματισμός Legendre
Η δοθείσα συνάρτηση f(x) = f(r, θ, φ) μpiορεί να εpiεκταθεί ως
f(r, ω) =
l∑
m=−l
∞∑
l=0
Almgl(r)Ylm(θ, φ), (5.18)
και συνέχεια ως
fˆ(p, ξ) =
l∑
m=−l
∞∑
l=0
Almgˇl(p)Ylm(θ
′
, φ
′
). (5.19)
Εδώ έχουμε χρησιμοpiοιήσει τα μοναδιαία διανύσματα
ω = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ)
και
ξ = (sin θ
′
cosφ
′
, sin θ
′
sinφ
′
, cos θ
′
).
Στη piαράγραφο [5.1] οι σταθερές και gˇl(p) piροσδιορίζονται με ολοκλήρωση piάνω στις
γωνίες,
Almgˇl(p) =
∫ 2pi
0
∫ pi
0
fˇ(p, ξ)Ylm(θ
′
, φ
′
) sin θ
′
dθ
′
dφ
′
. (5.20)
Εpiειδή οι Ylm χρησιμοpiοιούνται αντί των Slm, οι σταθερές Alm θα είναι μιγαδικές. Σ΄
αυτή τη piερίpiτωση (n = 3, ν = 1
2
) οι συναρτήσεις των ακτίνων είναι
gˇl(p) = 2pi
∫ ∞
p
rgl(r)Pl(
p
r
) dr (5.21)
και
gl(r) =
1
2pi
∫ ∞
r
gˇ
′′
l (p)Pl(
p
r
) dp. (5.22)
Συνήθως, gˇ
′′
l (p) σημαίνει ότι (
d
dp
)2gˇl(p).
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5.5 Μετασχηματισμός Tchebycheff 2ου Είδους
Ο τρόpiος με το οpiοίο οι Slm συνδέονται με 4-διαστάσεις σφαιρικών αρμονικών συναρ-
τήσεων χρησιμοpiοιήθηκε αpiό Judd (1975). Οι σειρές εpiέκτασης ακολουθούν την ίδια
διαδικασία piου χρησιμοpiοιήθηκε στις piροηγούμενες piαραγράφους. Η ουσιώδης διαφορά
είναι ότι οι συναρτήσεις των ακτίνων είναι ο μετασχηματισμός Tchebycheff 2ου είδους.
Αν n = 4, τότε ν = 1 και
C1l (t) = Ul(t).
Οι όροι του μετασχηματισμού gl και gˇl ικανοpiοιούν
gˇl(p) =
4pi
l+1
∫∞
p r
2gl(r)Ul(
p
r
)(1− p2
r2
)
1
2 dr,
gl(r) =
−1
2pi2(l+1)r
∫∞
r gˇ
′′′
l (p)Ul(
p
r
)(p
2
r2
− 1) 12 dp.
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Κεφάλαιο 6
Ορθογώνιες Συναρτήσεις Του
Μοναδιαίου Δίσκου
6.1 Ιδιότητες Του Συνόλου Βάσης
Αpiό τις piροηγούμενες piαραγράφους, piαρατηρούμε ότι η εpiίλυση του αντίστροφου piρο-
βλήματος με τη μέθοδο των σειρών φαίνεται piιο εύκολη. Συκεκριμένα, είναι εύκολο να
ορίσουμε τις gˇl(p) αpiό τα δεδομένα, να υpiολογίσουμε τις gl(r) στο κομpiιούτερ, και στο
τέλος να piαρουσιάσουμε το piροσεγγιστικό άθροισμα (5.1) για να καλύψουμε την f . Το
δύσκολο είναι όταν οι gˇl(p) έχουν οριστεί piειραματικά, η piράξη piου οδηγεί σε gl(r) δεν
είναι μια αpiλή αριθμητική piράξη. Συνεpiώς, είναι ωφέλιμο να piροσpiαθήσουμε να piροσεγ-
γίσουμε τις gˇl(p) με κατάλληλες αναλυτικές συναρτήσεις. ΄Ενας άpiειρος αριθμός εpiιλογών
είναι διαθέσιμος, εκτός και αν οι piεριορισμοί piου τίθονται μας αpiορρίpiτουν κάpiοιες εpiι-
λογές. Δύο, piάντως, ιδιότητες είναι σημαντικές, η ορθογωνιότητα και η piληρότητα.
Θα δώσουμε έμφαση στην piερίpiτωση των 2-διαστάσεων, n = 2, με f(x, y) να piεριο-
ρίζεται στο μοναδιαίο δίσκο. Τότε υpiάρχουν δύο piιθανότητες:
(i.) θεωρούμε ότι οι gl(r) μpiορούν να εpiεκταθούν με μια σειρά ορθογωνίων συναρτή-
σεων και χρησιμοpiοιώντας το (5.10) να υpiολογίσουμε την αντίστοιχη εpiέκταση για gˇl(p),
(ii.) θεωρούμε ότι οι gˇl(p) μpiορούν να εpiεκταθούν με μια σειρά ορθογωνίων συναρ-
τήσεων και χρησιμοpiοιώντας το (5.9) να βρούμε την αντίστοιχη εpiέκταση για gl(r).
Μια piαραλλαγή αυτών των piροσεγγίσεων είναι να αpiοφύγουμε είτε το (5.9) είτε το
(5.10) αpiευθείας, αυτό piροκύpiτει αpiό τι τελικά θα κάνουμε. Σημειώνουμε ότι η εpiιλογή
ενός ορθογωνιού συνόλου στο οpiοίο εpiεκτείνεται μια αpiό τις δύο συναρτήσεις gl(r) ή
gˇl(p) δεν μας εγγύαται ότι το σύνολο του μετασχηματισμού θα είναι ορθογώνιο. ΄Αρα,
άλλη αpiαραίτητη ιδιότητα είναι ότι piρέpiει και τα δύο σύνολα να είναι ορθογώνια. Για κάθε
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σταθερό l, piρέpiει να έχουμε μια ορθογώνια εpiέκταση για gl(r) και gˇl(p).
Τα κατάλληλα σύνολα των συναρτήσεων piου καλύpiτουν τις piαραpiάνω ιδιότητες υpiάρ-
χουν. Αυτές είναι τα piολυώνυμα Zernike, τα οpiοία έχουν μια μεγάλη ιστορία στο τομέα
της οpiτικής, και τα piολυώνυμα Tchebycheff 2ου είδους τα οpiοία piροκύψαν μετασχηματί-
ζοντας τα piολύωνυμα Zernike.
Υpiενθυμίζουμε ότι
f(x, y) =
∞∑
l=−∞
gl(r)e
ilθ (6.1)
Υpiοθέτουμε ότι f(x, y) μpiορεί να piροσεγγιστεί ως ένα άθροισμα των xkym. ΄Αρα,
θεωρούμε f(x, y) = xkym, τότε f(r cos θ, r sin θ) = rk+mf(cos θ, sin θ). Εpiομένως, είναι
εύλογο για piαραpiάνω εpiέκταση των gl(r) σύμφωνα με τα piολύωνυμα Zernike σε ένα piλήρη
σύνολο, για να piροκύψει η εpiέκταση
f(x, y) =
∞∑
l=−∞
gl(r)e
ilθ =
∞∑
s=0
∞∑
l=−∞
AlsZ
l
l+2s(r)e
ilθ, (6.2)
όpiου Als σταθερές.
6.2 Πολύωνυμα Zernike
Οι συναρτήσεις Bls = Z
|l|
|l|+2se
ilθ σχηματίζουν ένα piλήρη χώρο των ορθογωνίων συναρ-
τήσεων piάνω σε ένα μοναδιαίο δίσκο. Η σχέση της ορθογωνιότητας των piολυωνύμων
είναι
∫ 1
0
Z ll+2s(r)Z
l
l+2s(r)r dr =
1
2(|l|+ 2s+ 1)δst. (6.3)
΄Ετσι, οι σταθερές Als της (6.2) δίνονται αpiό
Als =
2(|l|+ 2s+ 1)
2pi
∫ 2pi
0
∫ 1
0
f(r cos θ, r sin θ)Z ll+2s(r)e
−ilθr dr dθ, (6.4)
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με A−l,s = A∗ls.
Για μια δοσμένη τιμή της l ≥ 0, τα μέλη του συνόλου Z ll+2s(r) piεριλαμβάνουν
{Z ll , Z ll+2, Z ll+4, . . . }.
Αυτά τα piολύωνυμα piροκύpiτουν αpiό την ορθογωνοpiοίηση των δυνάμεων rl, rl+2, rl+4, . . .
με συντελεστή βαρύτητας r piάνω στο διάστημα 0 ≤ r ≤ 1. Αυτό, στη συνέχεια, σημαίνει
ότι το Z ll+2s(r) είναι ένα piολυώνυμο του r βαθμού l+2s και δεν piεριλαμβάνει καμία δύναμη
του r μικρότερη αpiό το l. Καθώς το Z ll+2s(r) είναι άρτιο ή piεριττό εξαρτάται αpiό το αν
το l είναι άρτιο ή piεριττό, έχουμε
Z ll+2s(−r) = (−1)lZ ll+2s(r). (6.5)
Σημειώνουμε ότι η piαραpiάνω σχέση είναι σημαντική καθώς αpiαιτείται να ισχύει η ισότητα
gl(−r) = (−1)lgl(r).
Για l < 0, το Z ll+2s υpiολογίζεται αpiό
Z ll+2s(r) = Z
|l|
|l|+2s(r). (6.6)
Πρόσθετες ιδιότητες μpiορούν να συναχθούν αpiό το γεγονός ότι το Z ll+2s(r) σχετίζονται
με τα γενικά Ιακωβινά piολυώνυμα P (α,β)n (z)
Z ll+2s(r) = r
|l|P (0,|l|)s (2r
2 − 1). (6.7)
6.3 Μετασχηματισμός Του Συνόλου Βάσης
Υpiάρχουν piολλόι τρόpiοι για να βρούμε το μετασχηματισμό Radon μιας συνάρτησης με
τύpiο
f(x, y) = Z ll+2s(r)e
ilθ. (6.8)
΄Ηδη γνωρίζουμε ότι ο όρος της γωνιάς μετασχηματίζεται ως eilφ και ο όρος της ακτίνας
piρέpiει να ικανοpiοιεί την (3.10), με ανώτατο όριο την μονάδα,
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gˇl(p) = 2
∫ 1
p
Z ll+2s(r)Tl(
p
r
)(1− p
2
r2
)
−1
2 dr. (6.9)
Η ιδέα για να κατασκευάσουμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier είναι η εξής:
Μετασχηματίζουμε την συνάρτηση f μέσα στο piραγματικό χώρο σε f˜ μέσα στο χώρο
Fourier και στη συνέχεια ο μετασχηματισμός f˜ σε fˇ μέσα στο χώρο Radon.
Αν f(x) είναι μια συνάρτηση με piραγματική μεταβλητή x, τότε ο μετασχηματισμός
Fourier της f είναι
f˜(k) =
∫∞
−∞ f(x)e
−ikx dx,
και ο αντίστροφος μετασχηματισμός είναι
f(x) = 1
2pi
∫∞
−∞ f˜(k)e
ikx dk.
Δίνεται ότι η f έχει το τύpiο (6.8), και θέλουμε να βρούμε f˜ = F2f . Εpiειδή η f είναι
συμμετρική, χρησιμοpiοιούμε το τύpiο με τις piολικές συντεταγμένες
f˜ =
∫∫∞
−∞ f(x, y)e
−i(xu+yv) dx dy
=
∫ 2pi
0
∫∞
0 Z
l
l+2s(r)e
ilθe−iqr cos(θ−φ)r dr dθ,
όpiου x + iy = reiθ και u + iv = qeiφ. Στη συνέχεια, κάνοντας αλλαγή μεταβλητών
β = θ − φ τότε piροκύpiτει
f˜(q − φ) = eilφ ∫∞0 drrZ ll+2s(r) ∫ 2pi0 dβeilβ−iqr cosβ.
Το ολοκλήρωμα β είναι ένα ολοκλήρωμα piου αναpiαραστείται στις συναρτήσεις Bessel
Jl(x) =
1
2pi
∫ α+2pi
α e
i(νθ−x sin θ) dθ
= e
ilpi
2
2pi
∫ 2pi
0 e
i(lβ−x cosβ) dβ,
όpiου θ = β + pi
2
και α εpiιλέγετε τέτοιο ώστε να είναι ίσο με pi
2
. ΄Ετσι, ο f˜(q, φ) γίνεται
f˜(q, φ) = 2pieilφe−il
pi
2
∫∞
0 Z
l
l+2s(r)Jl(qr)r dr
Το ολοκλήρωμα piάνω στη r είναι ο μετασχηματισμός Hankel.
Το εpiόμενο βήμα είναι να αντιστρέψουμε τον μετασηματισμό Fourier piάνω στη μετα-
βλητή q, εpiομένως έχουμε
fˇ(p, φ) = F−11 f˜(q, φ)
2pieilφe−il
pi
2 (−1)s 1
2pi
∫∞
−∞
Jl+2s+1(q)
q
eipq dq.
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6.4 Σειρές Εpiέκτασης Στο Χώρο Radon
΄Εχοντας δοθεί
f(r, θ) =
∞∑
s=0
∞∑
l=−∞
AlsZ
l
l+2s(r)e
ilθ (6.10)
με A−ls = A∗ls, τότε piροκύpiτει
fˇ(p, φ) =
∞∑
s=0
∞∑
l=−∞
2Als
|l|+ 2s+ 1
»
1− p2U|l|+2s(p)eilφ. (6.11)
Είναι εύκολο να λύσουμε για Als piολλαpiλασιάζοντας την (6.10) με e−il
′φUl′+2s′ και
ολοκληρώνοντας piάνω στα p και φ
Als =
(|l|+2s+1)
2pi2
∫ 2pi
0
∫ 1
−1 fˇ(p, φ)e
−ilφU|l|+2s(p) dp dφ
ή ακόμα καλύτερα
Als =
(|l|+ 2s+ 1)
2pi2
∫ 2pi
0
∫ 1
−1
fˇ(p, φ)√
1− p2 e
−ilφU|l|+2s(p)
»
1− p2 dp dφ. (6.12)
Υpiοθέτουμε ότι μpiορούμε να εκφράσουμε τις f και fˇ ως
f =
∞∑
l=−∞
gl(r)e
ilθ (6.13)
fˇ =
∞∑
l=−∞
gˇl(p)e
ilφ. (6.14)
Αpiό (6.10) και (6.11), για σταθερό l οι εpiεκάσεις των piολυωνύμων είναι
gl(r) =
∞∑
s=0
AlsZ
l
l+2s(r) (6.15)
και
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gˇl(p)
2
√
1− p2 =
∞∑
s=0
Als
l + 2s+ 1
Ul+2s(p). (6.16)
Σημειώνουμε ότι το gˇl(p) έχει διαιρεθεί αpiό την piροβολή ενός ενιαίου δίσκου. Αpiό (6.16)
και την ορθογωνιότητα των piολυωνύμων Tchebycheff έχουμε
Als =
2(|l|+ 2s+ 1)
pi
∫ 1
−1
gˇl(p)
2
√
1− p2U|l|+2s(p)
»
1− p2 dp. (6.17)
Περιληpiτικά, αν η fˇ μpiορεί να εκφραστεί αpiό το (6.14) και Als μpiορεί να καθοριστεί
αpiό (6.17) τότε gl(r) μpiορεί να καθοριστεί αpiό (6.15) και η f μpiορεί να βρεθεί (6.13).
Αν, όμως, δεν είναι εφικτό να γράψουμε την fˇ αpiό το (6.14) αρχικά, τότε οι σταθερές
Als ορίζονται αpiό την (6.12) και η f βρίσκεται αpiό την (6.10).
6.5 Εσωτερικό Γινόμενο
΄Εστω < f1, f2 > ορίζουν το εσωτερικό γινόμενο
< f1, f2 >=
∫ ∫
D f
∗
1 (x, y)f2(x, y) dx dy
=
∫ 2pi
0
∫ 1
0
f ∗1 (r, θ)f2(r, θ)r dr dθ (6.18)
σε piραγματικό χώρο. Ο δοσμένος μετασχηματισμός Radon των f1 και f2 έχουν οριστεί
αpiό τις fˇ1 και fˇ2 αντίστοιχα, το εσωτερικό γινόμενο [fˇ1, fˇ2 στο χώρο Radon ορίζεται αpiό
[fˇ1, fˇ2]
[fˇ1, fˇ2] =
∫ 2pi
0
∫ −1
1
fˇ ∗1 (p, φ)fˇ2(p, φ)
1√
1− p2 dp dφ. (6.19)
Η εpiιλογή για το τύpiο της συνάρτησης βάρους 1√
1−p2 piροκύpiτει αν f1 και f2 εpiεκτείνεται
στο (6.2). Τότε fˇ1 και fˇ2 εpiεκτείνεται στο (6.11), και piροκύpiτει
[fˇ1, fˇ2] =
∑
l,s
∑
l′,s′
4A∗lsAl′s′
(|l|+2s+1)(|l′|+2s+1)2piδll′ ×
∫ 1
−1 U|l|+2s(p)U|l′|+2s′(p)
√
1− p2 dp.
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Δεδομένου ότι το ολοκλήρωμα στην δεξιά piλευρα είναι ακριβώς (pi
2
)δss′ , τα αθροίσματα
piάνω αpiό τα l′ και s′ δίνονται
[fˇ1, fˇ2] =
∑
l,s
4pi2|Als|2
(|l|+ 2s+ 1)2 . (6.20)
Κατά piαρομοίο τρόpiο,
< f1, f2 >=
∑
l,s
∑
l′,s′ A
∗
lsAl′s′2piδll′
∫ 1
0 Z
l
l+2s(r)Z
l′
l′+2s′(r)r dr
=
∑
l,s
pi
(|l|+ 2s+ 1) |Als|
2. (6.21)
Παρατηρούμε ότι
4pi
∑
l,s
pi|Als|2
(|l|+2s+1)2 ≤ 4pi pi|Als|
2
(|l|+2s+1) ,
άρα piροκύpiτει
[fˇ1, fˇ2] ≤ 4pi < f1, f2 > . (6.22)
6.6 Ορθογώνιες Συναρτήσεις Στο Εpiίpiεδο
Υpiενθυμίζουμε ότι βρήκαμε ένα piλήρη σύνολο στα ορθογώνια piολυώνυμα L±ll+2k,
L±ll+2k(λx, λy) =
(−1)kλ√
pi
[
k!
(l + k)!
]
1
2 × e±ilθ[λ2(x2 + y2)] l2Llk[λ2(x2 + y2)], (6.23)
με μετασχηματισμό Radon
R{L±ll+2k(λx, λy)e−λ2(x2+y2)
= [
1
k!(l + k)!
]
1
2 2
1
l+2k
e±ilφHl+2k(λp)e
−λ2p2
. (6.24)
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Ως Llk ορίζουμε τα piολυώνυμα Laguerre και ως Hm τα piολυώνυμα Hermite.
Παρατηρούμε ότι για x = r cos θ και y = r sin θ,
L±ll+2k(λr cos θ, λr sin θ) =
(−1)kλl+1√
pi
[
k!
(l + k)!
]
1
2 e±ilθrlLlk(λ
2r2). (6.25)
Η ορθογωνιότητα του ολοκληρώματος σε συνάρτηση με το συντελεστή βάρους e−λ
2(x2+y2)
στο piραγματικό χώρο είναι
< L±ll+2k,L
±l′
l′+2k′ >=
∫∫∞
−∞(L
±l
l+2k)
∗L±l
′
l′+2k′e
−λ2(x2+y2) dx dy
= δll′δkk′ (6.26)
Αυτό αpiοδεικνύεται αλλάζοντας τις piολικές συντεταγμένες και αλλάζοντας τις μεταβλη-
τές r2 = t.
Στο χώρο Radon, οι συναρτήσεις
h±ll+2k(λp, φ) = N
l
ke
±ilφHl+2k(λp), (6.27)
με
N lk =
1
2l+2k
[
1
k!(l + k)!
]
1
2 , (6.28)
ικανοpiοιούν τη συνθήκη της ορθογωνιότητας σε συνάρτηση με το συντελεστή βάρους
e−λ
2p2 ,
[h±ll+2k, h
±l′
l′+2k′ ] =
∫ 2pi
0
∫∞
−∞(h
±l
l+2k)
∗h±l
′
l′+2k′e
−λ2p2 dp dφ
2pi
λ
δll′N
l
kN
l′
k′
∫∞
−∞Hl+2k(λp)Hl+2k′(λp) d(λp)
2pi
3
2
λ
(N lk)
22l+2k(l + 2k)!δll′δkk′
2pi
3
2
λ2l+2k
(l + 2k)!
k!(l + k)!
δll′δkk′ . (6.29)
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